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0、前言

椭圆曲线最早来自于椭圆积分

∫
dt√

t(t− a)(t− b)
的求解，其目标是计算椭圆的弧长. 该积分被积函数的

分母形如 y =
√
t(t− a)(t− b)，此即一类椭圆曲线的方程. 而在现代数学中，椭圆曲线是最好的数学研究对象

之一，几乎所有的数学分支在这里交汇.
椭圆曲线拥有概型结构、群结构；实椭圆曲线拥有流形结构；复椭圆曲线拥有 Riemann 曲面结构；数域

或局部域上的椭圆曲线则是重要的算术对象. 本文第 1 节先以复椭圆曲线为例引入一般域上椭圆曲线的概念并
介绍其基本性质，而 2，3，4 节则分别聚焦 C,Q,Qp 这些常见域上的椭圆曲线. 在第 2 节中，我们会指出复椭
圆曲线作为 Riemann 曲面和模形式、数论之间的联系. 至于第 3，4 节的算术部分，本文虽然只以 Q 和 Qp 为

例介绍了其上的椭圆曲线，但这些域上的结论对一般整体域或局部域也对，请读者留意. 第 5 节作为尾声介绍
了一些重要的算术不变量，并且以 Dirichlet 类数公式为背景介绍了 B-SD 猜想. 这些内容在椭圆曲线的研究中
都是十分重要的！

感谢舒杰 (Tongji)、胡勇 (SUSTech)、周潇翔 (Uni-Bonn)、方江学 (CNU) 等人对笔者的支持；感谢赵俊
焱 (UIC) 对首师大 2021 年春季学期《黎曼曲面》课程的支持. 本文的错误必定不少，欢迎勘误！
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1、基本定义：Riemann 曲面 VS 代数曲线

我们先在复几何的背景下考虑例 1.1 中展示的两类基本对象，实际上它们是同一事物的两种不同表现方式.
稍后我们将在一般的域上定义椭圆曲线.

例 1.1(复椭圆曲线) 设 Λ 是 (C,+) 的离散子群，称其为格点. 考虑 Riemann 曲面 EΛ := C/Λ，根据闭
曲面分类定理和单值化定理我们知道这是一个亏格为 1 的紧 Riemann 曲面——复环面. 所有的离散子群 Λ 恰

对应了环面上所有的复结构，它与命题 2.11(1) 中基本区域内的点一一对应 (从而得到了复环面的分类)，这使
得我们可以研究所有复结构上的几何. 基于这种视角我们可以引入模空间的概念 (见 [3])，笔者主要关心它蕴含
的算术信息.

现考虑另一种针对复环面 E 的分类方式 (旨在导出 E 对应的代数方程). 取 CP2 的坐标卡 U1 := (1 : ∗ :
∗), U2 := (∗ : 1 : ∗), U3 := (∗ : ∗ : 1), Ui

∼= C2，指定复环面 E 中的一个点 O(作为加法零元，见定义 1.7). 由
Riemann-Roch定理，对于除子 kO ∈ Div(E), k ∈ Z≥0，若记 ℓ(D) := dimC{f ∈ME : ∀x ∈ E, ordx(f) ≥ −D}，
则 deg(kO) ≥ 1 蕴含 ℓ(kO) = deg(kO) = k

(
设 g = 1. 若 deg(D) > 0，则 deg(K −D) = 0− deg(D) < 0，这里

K 指典范除子类. 此时 ℓ(K −D) = 0，故 Riemann-Roch 定理给出 ℓ(D) = deg(D)
)

. 据此我们可以认为存在亚
纯函数 α, β ∈ME，使得

k ℓ(kO) Γ(E, kO)的生成元 ordO(·) ≥ −k
0 1 1 常值函数

1 1 1 常值函数

2 2 1, α ordO(α) = −2
3 3 1, α, β ordO(β) = −3
4 4 1, α, β, α2

5 5 1, α, β, α2, αβ

6 6 1, α, β, α2, αβ, α3, β2 线性相关

注意到 6 维 C-线性空间 Γ(E, 6O) 中我们给出了 7 个生成元，因此它们必然线性相关，这意味着 α, β 满足某

个代数方程 y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6(实际上这就是椭圆曲线的方程)，称之为 Weierstrass 方

程. 该方程经过非退化换元 Y := 2y + a1x + a3, X := x 化简之后得到 Y 2 = 4X3 + b2X
2 + 2b4X + b6，其中

b2 = a21 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a23 + 4a6. 令 X := X/Z, Y := Y /Z，齐次化之后就确定了一条射影代数曲

线 Ẽ ⊆ CP2 : Y 2Z − (X −AZ)(X −BZ)(X − CZ) = 0，这里 A,B,C 两两不同.
现定义射影嵌入τ : E ↩→ CP2, x 7→

{
(α(x):β(x):1), x̸=O

(0:1:0), x=O
，可以验证这是一个良好定义的全纯映射，并且它到

CP2 是闭浸入 (即 τ 和切映射 dτx 均是单射)，其像为 τ(E) = Ẽ. 综上，我们有如下一一对应：

模空间中的点 oo // {复环面}
Riemann-Roch 定理 // {y2 = ax3 + bx2 + cx+ d对应的亏格为 1 的射影代数曲线}

单值化定理

oo .

所以，我们既称复环面为复椭圆曲线，也称一些形如 y2 = ax3 + bx2 + cx+ d 的方程 (的齐次化) 对应的曲
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线为复椭圆曲线. 一般地，我们有如下定义：
定义 1.2(椭圆曲线) 椭圆曲线是一个二元对 (E,O)，其中 E 是亏格为 1 的非奇异曲线 (即不含奇异

点. 直观上来讲奇异点指那些没有办法讨论“切线”的点，或那些“不光滑”的点，见例 1.3)，O ∈ E(预定
作为加法运算的零元). 此外，设 K 是域，如果 E 作为曲线定义在 K 上 (即 E 对应的方程系数取于 K) 且
O ∈ E(K) := {(x, y, z) ∈ K3 : x, y, z满足E对应的射影齐次方程}，则称椭圆曲线 (E,O) 定义在 K 上，记作

E/K. 例 1.1 中给出的复环面就是定义在 R 的某个子域上的椭圆曲线 E(C).
为了使问题更简单，在 Char(K) ̸= 2, 3 的前提下，K 上的代数曲线 E : y2 = 4x3 + b2x

2 + 2b4x + b6 通

过换元 (x, y) := (x−3b2
36 , y

108 ) 可以杀掉平方项得到 y2 = x3 − 27(b22 − 24b4)x− 54(−b32 + 36b2b4 − 216b6)，从而

Weierstrass 方程可以进一步化为 E : y2 = x3 +Ax+B. 为方便起见，本文更关心这一类曲线.
例 1.3 考虑 Q 上的代数曲线 y2 = x3 + Ax + B，满足 4A3 + 27B2 = 0. 此时方程 x3 + Ax + B = 0

有重根 x0，则 P = (x0, 0) 是方程 y2 = x3 + Ax + B 的重根. 令 F (x, y) = y2 − x3 − Ax − B，直接计算得
∂F
∂x |P = −3x2

0 −A, ∂F
∂y |P = 0，故在 P 处 dy

dx |P = −(∂F∂x |P )
/
(∂F∂y |P ) 无定义，从而我们断言 P 是奇异点 (之后我

们将从椭圆曲线上的加法运算来重新审视奇异点的病态).
为此我们需要判别式这一概念来判断所谓的重根是否存在，而曲线有无奇异点则和判别式有关.
定义 1.4(∆，j 与 ω) 定义代数曲线 E : y2 = 4x3+ b2x

2+2b4x+ b6 的判别式为 ∆ := −b22(a21a6+4a2a6−
a1a3a4+a2a

2
3−a24)−8b34−27b26+9b2b4b6(系数 ai 来自于例 1.1中的Weierstrass方程)，不变量为 j :=

(b22−24b4)
3

∆ ，

不变微分为 ω := dx
2y+a1x+a3

= dy
3x2+2a2x+a4−a1y

(见命题 1.5). 特别地，可以计算曲线 y2 = x3 + Ax+ B 的判别

式为 ∆ = −16(4A3 + 27B2)，不变量为 j = −1728 (4A)3

∆ .
命题 1.5 设 E 是 (定义在任意域上的) 椭圆曲线，则其不变微分 ω 是一个非平凡的全纯微分且无处消没

(注意，我们定义主除子或典范除子时考虑的是非零函数或非零微分！).
命题 1.6(分类) 对于域 K 上的代数曲线 E : y2 = 4x3 + b2x

2 + 2b4x+ b6 而言，

(1)E 非奇异当且仅当 ∆ ̸= 0. 当 ∆ = 0 时，E 只有一个奇异点 (尖点或结点)：该奇异点是尖点 (cusp) 当
且仅当 b22 − 24b4 = 0；是结点 (node) 当且仅当 b22 − 24b4 ̸= 0.

(2) 两条 K 上的椭圆曲线同构当且仅当它们的不变量相同.
(3) 任取 j0 ∈ K，则必然存在 K(j0) 上的椭圆曲线使得其不变量就是 j0.

椭圆曲线上还有所谓的“加法运算”.
定义 1.7(加法) 设 E ⊆ P2 是椭圆曲线，P1, P2 ∈ E. 设直线 L 穿过 P1, P2(若 P1 = P2，则 L 看成 P1 处
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的切线，因此我们需要非奇异的条件) 与 E 相交于 −P3(因为 E 是三次的)，再作穿过 −P3 与无穷远点 O 的

直线 L′ 与 E 相交于 P3. 现定义 P1 + P2 := P3，称该运算为加法，具体的坐标运算可由解析几何给出.

根据代数几何中的 Bézout 定理，利用解析几何的技巧 (Vieta 定理) 我们可以证明：
定理 1.8 椭圆曲线 E 关于该加法作成一个 Abel 群，零元为 O. 若 E 定义在 K 上，则 E(K) 是 E 的子

群.

2、复环面及其函数域

本节我们重返复环面的研究. 取定复平面上的格点 Λ := Zz1 ⊕ Zz2(z1, z2 ∈ C)，考虑亚纯函数 f ∈ MC. 如
果对任意 λ ∈ Λ, z ∈ C，均有 f(z+ λ) = f(z)，则称 f 是以 Λ 为周期的双周期亚纯函数或椭圆函数，这确定了

复环面 C/Λ 上的一个亚纯函数. 而一类最经典的模形式就来自于某个双周期亚纯函数的 Laurent 系数 (见命题
2.2). 由于周期性的存在，我们研究双周期亚纯函数时定义域不必考虑完整的复平面，只需研究某个周期上的行
为即可. 我们称由 f 的某个周期作成的区域为基本区域，记作 F(C/Λ).

命题 2.1 设 f 是以 Λ 为周期的双周期亚纯函数，则：

(1) 对紧 Riemann 曲面 C/Λ 用 Liouville 定理可知双周期全纯函数只能是常数；
(2) 由留数定理可知

∑
z∈F(C/Λ) Resz(f) = 0；

(3) 不难验证 f ′

f 也是以 Λ 为周期的双周期亚纯函数，因此由 (2) 知 f 在 F(C/Λ) 中的零点个数 (计重数)
与极点个数 (计重数) 相等.

最重要的一类双周期亚纯函数为 ℘ 函数，它的性质由如下命题给出. 该命题的证明请移步复分析的教材.
命题 2.2(Weierstrass ℘ 函数) 设 Λ 是 C 上的格点，定义级数 ℘(z) :=

1

z2
+

∑
λ∈Λ\{0}

( 1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
，

则：

(1)℘ 在 C 的任何紧子集上一致收敛、绝对收敛；
(2)℘ 是以 Λ 为周期的双周期亚纯偶函数 (通常称为 Weierstrass ℘ 函数)，极点为 Λ 中的点 (阶为 −2)；
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(3) 设 r = min{|λ| : 0 ̸= λ ∈ Λ}，则对任意 0 < |z| < r，有 Laurent 展开

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
n=1

(2n+ 1)G2n+2(Λ)z
2n,

其中 Gk(Λ) =
∑

λ∈Λ\{0}
1
λk，它在 k ≥ 4 时绝对收敛；

(4)℘ 满足微分方程
(
℘′(z)

)2
= 4℘3(z)− 60G4(Λ)℘(z)− 140G6(Λ)；

(5) 双射 F(C/Λ) \ {℘的极点} ∼−→
{
(x, y) ∈ C2 : y2 = 4x3 − 60G4x − 140G6

}
, z 7→

(
℘(z), ℘′(z)

)
使紧

Riemann 曲面 C/Λ 成为 CP2 上由方程 y2z = 4x3− 60G4xz
2− 140G6z

3 确定的复射影代数曲线 (即椭圆曲线)；
(6) 紧 Riemann 曲面 C/Λ 的亚纯函数域MC/Λ = C(℘, ℘′)，这是 C 上超越维数为 1 的超越扩张.
(7) 采用例 1.1 的记号，则 α = ℘, β = ℘′.
命题 2.2(3) 中出现的级数 Gk(Λ) 是一类 Eisenstein 级数，这也是我们将要给出的模形式的具体例子 (见例

2.5).
定义 2.3(模形式) 设 k ∈ Z，记 H := {z ∈ C : Im(z) > 0} 为上半平面，f : H → C 为全纯函数. 若对任

意
(
a b
c d

)
∈ Γ(1) := SL(2,Z)，均有 f

(
az+b
cz+d

)
= (cz + d)kf(z)，且 f 在 ∞ 处全纯

(
f 在 ∞ 处全纯是指透过映射

q : H → D′ := {z ∈ C : 0 < |z| < 1}, z 7→ e2πiz 将 H 覆叠到 D′(∞ 对应到 0) 之后，函数 f ◦ q−1(良好定义的前
提下) 在 0 处全纯

)
，则称 f 是一个级为 Γ(1)、权为 k 的模形式. 由于本文只讨论级为 Γ(1) 的模形式，故我们

描述模形式只需要“权”这个指标，以后不再谈及“级”.
特别地，若一个权为 k 的模形式在 ∞ 处消没，则称它是一个权为 k 的尖点形式

(
在 D′ 中 0 处对应地作

函数 f ◦ q−1 的 Laurent 展开再通过 q 拉回到 H，我们还可以得到模形式的展开级数 f(z) =
∑∞

n=0 ane
2πinz =∑∞

n=0 anq
n，定义域上均收敛. 此时，判断模形式是否为尖点形式转换为研究展开式中 a0 是否为 0

)
.

一般地，级为余有限 Fuchs 群的模形式的定义要比定义 2.3 复杂，但本文按下不表. 至于 Γ(1) 的情况为何

如此简单，问题在于尖点. 之后我们会知道，Γ(1) 的尖点只有 ∞ 一个 (见命题 2.10).
注意 2.4 验证模形式的定义时只需遍历 Γ(1) 的生成元——S :=

(
0 −1
1 0

)
与 T := ( 1 1

0 1 ) 即可.
此处我们给出一个具体的偶数权模形式的例子，它的展开式系数含有数论中关心的算术函数 σr. 相关论证

在解析数论中均是标准的.
例 2.5 选取矩阵

(−1 0
0 −1

)
代入定义计算可知奇数权模形式只有平凡形式 0，故往后我们只考虑偶数权的

模形式. 取定偶数 k ≥ 4(定理 2.12 告诉我们没有非平凡的权为 2 的模形式)，称级数 Gk(z) := Gk(Zz ⊕ Z1) 为
权为 k 的 Eisenstein 级数 (z ∈ H). 此时有展开式 Gk(z) = 2ζ(k)+2 · (2πi)

k

(k−1)!

∑∞
n=1 σk−1(n)q

n，其中 q = e2πiz，

σr(n) :=
∑

d|n d
r. 事实上，根据 Poisson 求和公式 (选取特征标 R→ S1, x 7→ e−2πixn) 和留数定理，

∑
n∈Z

1

(n− z)k
=
∑
n∈Z

∫
R

e2πixn

(x− z)k
dx = 2πi

∞∑
n=1

Resz
(

e2πixn

(x− z)k

)
= (2πi)k

∞∑
n=1

nk−1 e2πizn

(k − 1)!
,

注意到 Gk(z) 在 k ≥ 4 时绝对收敛，据此我们有

Gk(z) =
∑

0̸=n∈Z

1

nk
+

∑
(c,d)∈Z2\{0},c ̸=0

1

(cz + d)k
= 2ζ(k)+

∞∑
c=1

∞∑
d=−∞

2

(cz + d)k
= 2ζ(k)+2

(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
c=1

∞∑
n=1

nk−1qcn.

直接验证可知 Gk(z) 是权为 k 的模形式，故上述展开式告诉我们 Gk(z) 非尖点形式. 有了 Eisenstein 级数，我
们还可以定义模不变量 (也称怪兽函数)

j := 1728

G3
4

8ζ(4)3

G3
4

8ζ(4)3 −
G2

6

4ζ(6)2

= q−1 + 744 + 196884q + 21493760q2 + · · · ,

这是一个亚纯函数，它确定了所谓的模曲线 (见命题 2.11). 之后我们会知道模形式其实不多，也正是如此在后
面讨论维数和基的时候会出现很多有趣的现象.
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在研究一般的模形式之前，先讨论群 Γ(1) 的性质. 首先我们会问：为什么要研究 Γ(1)？这是因为：

命题 2.6 若记 H 作为可定向 Riemann 流形的所有保定向等距同构作成的群为 Iso+(H)；记 H 作为
Riemann 曲面的全纯自同构群为 Hol(H)，那么 Iso+(H) ∼= Hol(H) ∼= PSL(2,R). 模形式正是讨论该群的某个离
散子群

(
例如 PSL(2,Z)

)
的算术性质.

现考虑群作用 PΓ(1) := PSL(2,Z) H, γ(z) :=
(
a b
c d

)
(z) := az+b

cz+d

(
采用射影化是因为不加区分作用效果相

同的 ± ( 1 0
0 1 ) 之后稳定子群更加简洁

)
，关于这个作用我们先给出如下概念：

定义 2.7(椭圆点) 对某个点 z ∈ H，如果 StabPΓ(1)(z) ̸= {id}，则称 z 是 Γ(1) 的椭圆点. 根据定义立即
得到：椭圆点相当于是某个 ∆ < 0 的方程 γ(z) = z 在 H 中的根，换言之椭圆点是某个分式线性变换的不动点.

命题 2.8 精确到轨道，由下图 (S 与 T 作用的示意图) 可直接观察出 Γ(1) 仅有 2 个椭圆点：i、e2πi/6.
事实上，StabPΓ(1)(i) = ⟨S⟩ ∼= Z/2Z、StabPΓ(1)(e

2πi/6) = ⟨TS⟩ ∼= Z/3Z.

定义 2.9(尖点) 考虑集合 ΘΓ(1) :=
{
t ∈ R⊔{∞} :存在 ( 1 0

0 1 ) ̸= γ ∈ StabPΓ(1)(t)满足Tr(γ)2 = 4 det(γ)
}
，

称 ΘΓ(1) 在 Γ(1) 按分式线性变换作用下的轨道为 Γ(1) 的尖点. 直观上来说，精确到轨道，尖点就是某个轨道
集在 R ⊔ {∞} 中的极限点.

命题 2.10 精确到轨道，Γ(1) 的尖点只有 ∞ 一个.
证明思路 容易验证 ΘΓ(1) = Q ⊔ {∞}，并且注意到

(
a b
c d

)
(∞) = a

c 即可.�
首先应该关心的是群作用 PΓ(1) H 的几何属性. 我们自然希望该作用与定义 2.3 中的要求兼容，而这导

致我们可以讨论基本区域. 此外，从基本区域出发可以构造一个紧 Riemann 曲面——模曲线. 由于在尖点处双
曲度量失效，故从复结构着手可以给出一些有价值的信息. 我们以一个命题总结这些事实：

命题 2.11 设 f 是一个权为 k 的模形式，则：

(1) 群作用 PΓ(1)  H 诱导 f 的一个基本区域 F(H/PΓ(1))，其闭包为 F(H/PΓ(1)) =
{
z ∈ H : −1

2 ≤
Re(z) ≤ 1

2 , |z| ≥ 1
}
，详见上图.

(2)记复平面上所有格点作成的集合为 LC，定义等价关系 (称为相似)：Zz1⊕Zz2 ∼ Zw1⊕Zw2 ⇔ ∃λ ∈ C×，

使得 Zz1 ⊕ Zz2 = Zλw1 ⊕ Zλw2. 此时有双射 (LC/ ∼)
∼←→ F(H/PΓ(1)).

(3) 注意到完备 Riemann 流形 H 上的测地线直观上皆是与实轴正交的圆弧 (圆的半径可以为无穷
大)，且任两点 z1, z2 ∈ H 都可用唯一的测地线段连接，记为 [z1, z2]，其在双曲度量下的距离为 d(z1, z2) =

cosh−1
(
1 + |z1−z2|2

2 Im(z1) Im(z2)

)
. 因此，F(H/PΓ(1)) 的边界由测地线围成.

(4) 由 Gauss-Bonnet-Chern 定理可知在双曲度量下，Vol
(
F(H/PΓ(1))

)
= π

3 .
(5) 此处我们由 F(H/PΓ(1)) 构造一个紧 Riemann 曲面. 首先，考虑商拓扑空间

S := F(H/PΓ(1))
/(

z1 ∼ z2 ⇔ ∃γ ∈ PΓ(1), γz1 = z2
)
,

定义每个点 z ∈ S 附近的复结构为 w 7→ w| StabPΓ(1)(z)|(请读者留意椭圆点处的行为). 这时我们得到一个非紧的
Riemann 曲面，对其紧化无非是添入尖点 ∞，此时得到紧 Riemann 曲面 S. 根据闭曲面分类定理和单值化定
理，不难发现这个紧 Riemann 曲面 S 就是 CP1，同构由模不变量 j 给出. 我们称 S 为 Γ(1) 对应的模曲线，记

作 X(1).
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接下来的定理告诉我们模形式可构成线性空间，因而自然还要关心其上的线性代数问题.
定理 2.12 所有权为 k 的模形式模形式作成一个 C-线性空间，记作 Mk(1)；而所有权为 k 的尖点形式作

成它的一个 C-线性子空间，记作 Sk(1). 此时有：
(1)
⊕∞

k=0 Mk(1) ∼= C[G4, G6] 是一个分次 C-代数.
(2) 若记 ∆ := (60G4)

3 − 27 · (140G6)
2，则 ∆ ∈ S12(1). 该尖点形式给出 C-线性空间的同构 Mk−12(1)

∼→
Sk(1), f 7→ f ·∆.

(3)Mk(1) = spanC{Gm
4 Gn

6}, 4m+ 6n = k,m, n ∈ Z≥0；dimC Mk(1) =

{
0, k<0或k是奇数

[ k
12 ], k≡2(mod 12),k≥0

[ k
12 ]+1, k ̸≡2(mod 12),k≥0

. 因此由 (2)

便可计算 Sk(1) 的维数.

(4) 设 0 ̸= f ∈Mk(1)，则
∑

z∈H/PΓ(1)

ordz(f)

| StabPΓ(1)(z)|︸ ︷︷ ︸
分母在椭圆点处非平凡，见定义 2.7

+ ord∞(f)︸ ︷︷ ︸
由尖点贡献，见定义 2.9

=
k

12
.

该定理的证明请参考 [4]Chapter4，主要的工具是 Riemann-Roch 定理. 上述 (4) 中出现的系数 1
12 来源于

1
2 ·

Vol
(
F(H/PΓ(1))

)
2π ，或来源于一个特殊除子类，见 [4] 定理 4.1.3.

例 2.13 G4

2ζ(4) = 1+ 240
∑∞

n=1 σ3(n)q
n ∈M4(1)，( G4

2ζ(4) )
2 = G8

2ζ(8) = 1+ 480
∑∞

n=1 σ7(n)q
n ∈M8(1). 对比

维数与系数可得 σ7(n)−σ3(n)
120 =

∑n−1
m=1 σ3(m)σ3(n−m).

注意 2.14(自守形式) 设 Γ(1) 在 GL(2, Ẑ) 中的拓扑闭包为 K(1)，则会有 Hilbert 空间的酉同构

L2(A)K(1) := L2
((

GL(2,Q) ·
{
( r 0
0 r ) : r ∈ R×})\GL(2,AQ)

)K(1) ∼= L2
(
Γ(1)\GL(2,R)1

)
,

其中 Ẑ =
∏

p<∞ Zp,GL(2,R)1 := {x ∈ GL(2,R) : | det(x)| = 1},AQ 是 Q 的 Adele 环. 事实上如果我们把模形
式看成 Hilbert 空间 L2(Γ(1)\H) 中的元素，并且注意到群作用诱导微分同胚 H ∼→ GL(2,R)1/O(2)，则有嵌入

L2(Γ(1)\H) ∼→ L2(Γ(1)\GL(2,R)1/O(2))
∼→ L2(Γ(1)\GL(2,R)1)O(2) ↩→ L2(A).

一般称右边 Hilbert 空间 L2(A) 中的元素为自守形式，它是模形式的推广. 自守形式以及自守表示是抽象调和
分析中重要的研究对象.

3、Q 上的椭圆曲线

Q 是最简单的整体域，算术几何关心的最古典的研究对象之一就是其上的椭圆曲线. 本节主要介绍 Q 上椭
圆曲线的有理点及其相关性质，并借此介绍算术几何中最重要也是最基本的 Mordell-Weil 定理——它描述了由
有理点构成的 Abel 群的结构 (请读者将该结论与数论中的 Dirichlet 单位定理类比观察)：

定理 3.1(Mordell-Weil) 设 E/Q是椭圆曲线，则 E(Q)是有限生成 Abel群，即 E(Q) ∼= Zr⊕E(Q)tor，

其中 r <∞ 称为 Mordell 秩，E(Q)tor 是挠部分作成的有限群.
证明思路 首先我们陈述弱Mordell-Weil定理：设 E/Q是椭圆曲线，则对任何m ∈ Z≥2，E(Q)/mE(Q)

均是有限群. 在证明了弱 Mordell-Weil 定理之后，用类似无穷递降法的操作即可.
Step1(递降的对象)：设 P := (xP , yP ) ∈ E(Q)，其中 xP = m

n ,m, n ∈ Z, (m,n) = 1. 定义 P 的高 (height)
为 H(P ) :=

{
max{|m|,|n|}, P ̸=O

1, P=O . 关于高这个概念，直接解析几何可以给出它的如下性质：
(1. 有限性) 对任意 M > 0，{P ∈ E(Q) : H(P ) < M} 均是有限集.
(2.加法不等式)设 Q ∈ E(Q)，则存在依赖于 Q的正实数 C1 使得 H(P+Q) ≤ C1H(P )2 对任意 P ∈ E(Q)
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均成立.
(3. 乘法不等式) 存在正实数 C2 使得 H(P )4 ≤ C2H(2P ) 对任意 P ∈ E(Q) 均成立.
Step2(无穷递降法)：若弱Mordell-Weil定理成立，则当m = 2时 E(Q)/2E(Q)是有限群.设 E(Q)/2E(Q)

中的代表元为 S1, · · · , Sk，则任意 P ∈ E(Q)，总存在 P ′ ∈ E(Q), 1 ≤ j ≤ k使得 P−2P ′ = Sj .由 Step1.2知存
在依赖于 i 的常数 C1(Si) 使得 H(P − Si) < C1(Si)H(P )2，若取 N := max1≤i≤k{C1(Si)}，则由 Step1.3 知存
在常数 C2 使得 H(P ′)4 < C2H(2P ′) = C2H(P − Sj) < NC2H(P )2. 记 C := NC2，则 H(P ′) < C1/4

√
H(P )，

因此当 H(P ) ≥
√
C 时有 H(P ′) < H(P ). 也就是说任给这样的 P，总能找到 P ′ 使得 P = 2P ′ + Sj 且

H(P ) > H(P ′). 由 Step1.3 可设 {T ∈ E(Q) : H(T ) <
√
C} = {T1, · · · , Tl}，则任给 P ∈ E(Q)，上述操作总能

进行有限步 (包括零步) 得到 P = 2nTr +
∑k

i=1 aiSi. 此时 E(Q) = ⟨S1, · · · , Sk, T1, · · · , Tl⟩，即 E(Q) 是有限生

成 Abel 群.
接下来着手处理弱 Mordell-Weil 定理. 大致思路是：先对形如 y2 = (x− a)(x− b)(x− c) 的椭圆曲线证明

弱 Mordell-Weil 定理，然后将一般的椭圆曲线 y2 = ax3 + bx2 + cx+ d 转化成这种形式. 转化的困难在于方程
ax3 + bx2 + cx+ d = 0 的根可能跳出 Q. 为了处理这种情况，我们需要 Step4 保证添根的合理性，在更大的域
中考虑弱 Mordell-Weil 定理. 首先需要一些预备工作：

Step3(Galois 上同调，拓扑修正版群上同调)：设 K/Q 是 Galois 扩张 (扩张次数可无限)，其 Galois 群
G := Gal(K/Q) 配备 Profinite 拓扑. 设 M 是一个配备离散拓扑的 Abel 群，约定有一个连续作用 G M 使

M 成为一个 G-模
(
一个判定准则是：∀m ∈M, [G : StabG(m)] <∞

)
. 现定义链复形：

Ck
c (G,M) :=


0, k < 0

M, k = 0

{φ : Gk →M连续}, k ≥ 1

;

dk : Ck
c (G,M)→ Ck+1

c (G,M), φ 7→

dkφ : (σ1, · · · , σk+1) 7→


σ1φ(σ2, · · · , σk+1)

+
∑k

i=1(−1)iφ(σ1, · · · , σiσi+1, · · · , σk+1)

+(−1)k+1φ(σ1, · · · , σk)


 .

读者自行验证 d ◦ d = 0. 记该链复形的第 k 个上同调群为 Hk
c (G,M) := ker(dk)/ Im(dk−1)，称其为 Galois 上

同调 (这里用拓扑修正了经典的群上同调，所以在此我们以下标“c”强调. 以后在不引起混淆的前提下可略去
下标. 当然，当 G 有限时 Galois 上同调退化成群上同调). 注意，Hk(G, ·) 是 Mod(G) → AbGroups 的函子. 特
别地，当指标较低时可直接计算：

(d0m)(σ) = σm−m; (d1φ)(σ1, σ2) = σ1φ(σ2)− φ(σ1σ2) + φ(σ1).

H0(G,M) = {m ∈M : ∀σ ∈ G, σm = m} := MG.

H1(G,M) =
{φ ∈ C1(G,M) : φ(σ1σ2) = σ1φ(σ2) + φ(σ1)}

{φ ∈ C1(G,M) : ∃m ∈M,∀σ ∈ G, φ(σ) = σm−m}
.

当然我们会有长正合列定理：(·)G : Mod(G)→ AbGroups 是左正合共变函子，且对于 G-模正合列 0 −→M −→
N −→ P −→ 0，均有长正合列 0 −→MG −→ NG −→ PG −→ H1(G,M) −→ H1(G, N) −→ H1(G, P ) −→ · · · .
可以证明，当 G 有限时有范畴等价 Mod(G)↔ Mod(Z[G])，故我们可以把函子 (·)G 等效地看成 HomZ[G](Z, ·) :
Mod(Z[G])→ AbGroups，因此用导出函子的观点来看会有群同构 Hk(G,M) ∼= ExtkZ[G](Z,M). 而当 G = lim←−Gi

无限时，[5] 定理 2.1 断言：如果离散 Gi-模 Mi 作成正向系统，那么 Hk
c (lim←−Gi, lim−→Mi) ∼= lim−→Hk(Gi,Mi).

现规定 G := Gal(K/Q) 在 Q 上椭圆曲线的 K-点群 E(K) 上的连续作用为 G ∋ σ : K2 → K2, (x, y) 7→
(σx, σy). 我们的目标是套用 Step3.

Step4(添根的合理性)：设 K/Q 是有限 Galois 扩张，则 E(K)/mE(K) 有限蕴含 E(Q)/mE(Q) 有

限. 证：注意到有正合列 0 −→ ker(θ) ∼= E(Q)∩mE(K)
mE(Q) −→ E(Q)/mE(Q)

θ−→ E(K)/mE(K)，故只需证

ker(θ) 有限即可. 将左正合函子 (·)G 作用于正合序列 0 −→ E(K)[m] −→ E(K)
m(·)−→ mE(K) −→ 0 得长

正合列 0 −→ E(Q)[m] −→ E(Q)
m(·)−→ E(Q) ∩ mE(K) −→ H1(G, E(K)[m])，其中记号 G[m] := {x ∈ G :
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mx = 0}
(
注意，一般我们使用的是 E[m] 而非 E(K)[m]！此处我们只是假设 E[m] ⊆ E(K)

)
. 此时有单射

ker(θ) ∼= E(Q)∩mE(K)
Im(m(·)) ↩→ H1(G, E(K)[m])，而由条件知 G 和 E(K)[m] ∼= E(K)/mE(K) 均是有限群，进而

H1(G, E(K)[m]) 是有限群，故命题得证.
有了 Step4，问题划归为对定义在 K ⊇ Q 上形如 y2 = (x− a)(x− b)(x− c)(a, b, c 两两不同) 的椭圆曲线

证明弱 Mordell-Weil 定理. 我们仍以 K = Q 为例，椭圆曲线形如 y2 = (x− a)(x− b)(x− c)，仅对 m = 2 给出

该定理的证明 (m > 2 时或类群 Cl(K) 非平凡时处理比较麻烦，本文不再赘述).
Step5(弱Mordell-Weil定理，m = 2)：设 a, b, c ∈ Q两两不同，考虑椭圆曲线 y2 = (x−a)(x−b)(x−c)，

定义映射 ∂ : E(Q)→ (Q×/(Q×)2)3 如下：

∂ : E(Q) ∋ P = (xP , yP ) 7→



(xP − a, xP − b, xP − c), P ̸= O, (a, 0), (b, 0), (c, 0)(
(a− b)(a− c), a− b, a− c

)
, P = (a, 0)(

b− a, (b− a)(b− c), b− c
)
, P = (b, 0)(

c− a, c− b, (c− a)(c− b)
)
, P = (c, 0)

(1, 1, 1), P = O

这里 (·) 指 mod (Q×)2. 此时可以验证 ∂ 是群同态且 ker(∂) = 2E(Q)，并且 Im(∂) ⊆ H ×H ×H，这里 H 为

a− b, b− c, c− a 的分母或分子的素因子以及 −1 生成的 Q×/(Q×)2 的有限子群 (详细验证见 [8] 命题 1.14，需
要用到一些赋值论). 据此可直接导出 m = 2 时的弱 Mordell-Weil 定理.�

注意 3.2 Tate 猜测定义在 Q 上的椭圆曲线的 Mordell 秩是无界的，但是大多数椭圆曲线的 Mordell 秩
都很小，直到 2006 年 Elkies 才发现了 Mordell 秩 ≥ 28 的椭圆曲线. 关于此有民间传闻：50% 的椭圆曲线
Mordell 秩为 0；50% 的椭圆曲线 Mordell 秩为 1；0% 的椭圆曲线 Mordell 秩 ≥ 2.

而关于挠部分，则有如下两个结论：

定理 3.3(Mazur) 设 E/Q 是椭圆曲线，则 E(Q)tor 必为如下 15 个群之一：

Z/N Z (1 ≤ N ≤ 10或N = 12); Z/2Z× Z/2N Z (1 ≤ N ≤ 4).

定理 3.4(Nagell-Lutz) 设 E/Q 是椭圆曲线，则 E(Q) 中有限阶的点都是整点 (横、纵坐标皆是整数).

4、Qp 上的椭圆曲线

在本节中，约定 p 是素数，Qp 是 p-进数域，v 是标准离散赋值 (即 v(p) = 1，这里 p 是单值化子). 现考虑
定义在 Qp 上的椭圆曲线 E/Qp.

定义 4.1(极小 Weierstrass 方程) 设 E/Qp 是椭圆曲线，设它的一个 Weierstrass 方程为 y2 + a1xy +

a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ Qp. 通过换元 (x, y) := (u−2x, u−3y)(取 u = pN，N 充分大) 可以使该方程的

系数落在整数环 Zp 中，此时判别式满足 v(∆) ≥ 0. 故对 E 的所有系数取于 Zp 的Weierstrass 方程而言，v(∆)

必有极小值. 称 v(∆) 取极小值时对应的 Weierstrass 方程为极小 Weierstrass 方程.
命题 4.2 (1. 存在性) 任何定义在 Qp 上的椭圆曲线 E/Qp 均有极小 Weierstrass 方程.
(2. 极小方程的唯一性) 极小 Weierstrass 方程在相差一个坐标变换 x := u2x′ + r, y := u3y′ + u2sx′ + t(u ∈

Z×
p , r, s, t ∈ Zp) 的意义下是唯一的.

(3. 不变微分的唯一性) 极小 Weierstrass 方程对应的不变微分 ω := dx
2y+a1x+a3

在相差乘以 Z×
p 中某个元素

的意义下是唯一的.
(4.一些判定)当Weierstrass方程的系数取于 Zp，且满足 v(∆) < 12或 v((a21+4a4)

2−24(2a4+a1a3)) < 4

或 v(−(a21 + 4a4)
3 + 36(a21 + 4a4)(2a4 + a1a3)− 216(a23 + 4a6)) < 6 三个条件之一，则该 Weierstrass 方程是极

小的.
对于 Qp 上的椭圆曲线，我们自然希望将其约化到剩余域 Fp 上考虑. 为此我们给出如下定义：
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定义 4.3(约化) 取定椭圆曲线 E/Qp的一个极小Weierstrass方程，对其系数mod p之后我们得到一条定

义在 Fp上的曲线 (可能有奇异点)，记作 Ẽ : y2+ã1xy+ã3y = x3+ã2x
2+ã4x+ã6, ãi ∈ Fp. 我们称曲线 Ẽ/Fp为

E 模 p 的约化 (reduction). 定义约化映射p : E(Qp)→ Ẽ(Fp), (x0 : y0 : z0) 7→ (x0 mod p : y0 mod p : z0 mod p)，

其中 (x0 : y0 : z0) 满足 x0, y0, z0 ∈ Zp 且至少有一个落入 Z×
p .

应该强调，约化后的曲线 Ẽ 可能会有奇异点. 但根据代数曲线的常识 (见 [1] 命题 3.2.5)，所有非奇异点
Ẽns(Fp) ⊆ Ẽ(Fp) 关于定义 1.7 中的加法作成一个 Abel 群，故我们需要定义 E(Qp) 的两个重要子群，即非奇

异约化群E0(Qp) 和约化核E1(Qp)：

E0(Qp) := {P ∈ E(Qp) : p(P ) ∈ Ẽns(Fp)}; E1(Qp) := {P ∈ E(Qp) : p(P ) = p(O)}.

命题 4.4 有正合列 0 −→ E1(Qp) −→ E0(Qp)
p−→ Ẽns(Fp) −→ 0(该命题的证明并不容易). 利用形式群

(formal group) 的理论可以得到当 p ≥ 3 时，E1(Qp) ∼= pZp.
定义 4.5(约化的分类) 考虑约化映射 p : E(Qp)→ Ẽ(Fp)，如果：

(1)Ẽ 是一条椭圆曲线 (非奇异)，则称 p 是好约化.
(2) 如果 Ẽ 有奇异点，则称 p 是坏约化. 更细致一点，如果 Ẽ 有尖点，则称 p 是加性约化；如果 Ẽ 有结

点，则称 p 是乘性约化. 关于乘性约化，如果在该结点处有有理切线，则称 p 是可裂乘性约化；否则称 p 为非

可裂乘性约化.
例 4.6 设素数 p ≥ 5，则：

E/Qp Ẽ/Fp 约化分类

y2 = x3 + px2 + 1 y2 = x3 + 1 好约化

y2 = x3 + x2 + p y2 = x3 + x2 (可裂) 乘性约化
y2 = x3 + p y2 = x3 加性约化

命题 4.4 中的正合列某种意义上确定了 E0(Qp). 倘若能得到一些关于商群 E(Qp)/E0(Qp) 的信息，便能在

某种程度上提炼出 E(Qp) 的结构. 为此，我们希望弄清楚 E(Qp)/E0(Qp) 的群结构，而这并不容易. 现已有如
下结果：

定理 4.7(Kodaira-Néron) 设 E/Qp 是椭圆曲线，如果 E 有可裂乘性约化，则 E(Qp)/E0(Qp) 是阶为

v(∆)的循环群；在其余的情况下，|E(Qp)/E0(Qp)| ≤ 4.特别地，如果 E 有好约化，则 |E(Qp)/E0(Qp)| = 1(这
不是充要条件！). 也就是说 E(Qp)/E0(Qp) 总是有限群.

5、类数公式与 B-SD 猜想

本节介绍一些算术不变量以及 Birch, Swinnerton-Dyer 猜想 (即 B-SD 猜想)，它猜测由椭圆曲线诱导的
L-函数在某个极点处的留数正由这些算术不变量唯一决定. 之后，我们将类比类数公式解释 B-SD 猜想的合理
性.

首先定义椭圆曲线背景下的 L-函数：
定义 5.1(Hasse-Weil L-函数) 设 E : y2 = x3 + Ax+ B 是定义在 Q 上的椭圆曲线，A,B ∈ Z. 对于素

数 p，考虑 E mod p 的解的个数 |Ẽ(Fp)|，记

tp :=




1, 可裂乘性约化

−1, 非可裂乘性约化

0, 加性约化

, p|∆(坏约化)

p+ 1− |Ẽ(Fp)|, p - ∆(好约化)
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定义 Hasse-Weil L-函数为

L(E, s) :=
∏
p|∆

1

1− tpp−s
·
∏
p-∆

1

1− tpp−s + p1−2s
,

这是个算术函数.
命题 5.2 (1) 若记 L(E, s) 展开得到的 Dirichlet 级数为 L(E, s) =

∑∞
n=1

an

ns，则 ap = tp.
(2) 根据有限域上椭圆曲线的 Hasse 定理 (见 [1] 定理 5.1.1)，当 (p,∆) = 1 时有 |tp| ≤ 2

√
p.

(3)Hasse-Weil L-函数 L(E, s) 在 Re(s) > 3
2 处内闭一致收敛，并且可亚纯延拓至整个复平面.

(4)谷山志村定理 (Breuil-Conrad-Diamond-Taylor-Wiles)：对于椭圆曲线 E，存在唯一 (以依赖于
E 导子的同余子群为级的) 尖点形式 f ∈ S2(Γ0(N))，使得 L(E, s) = L(f, s). 这里尖点形式 f 的 L-函数
L(f, s) :=

∑∞
n=1

fn
ns，其中 fn 为 f 的展开式系数. 特别地，根据模形式中 L-函数的结论可立即得到：(3) 中

L(E, s) 的亚纯延拓其实是定义在整个复平面上的全纯函数 (见 [9] 定理 9.16).
既然谈到 L-函数，就不得不提类数公式，而即将要介绍的 B-SD 猜想则可以与类数公式做一个形式上的类

比. 首先回忆类数公式：
定理 5.3(类数公式) 设 K 是数域. 记 K 有 r1 个实嵌入、r2 对复嵌入，则 Dedekind-Zeta 函数

ζK(s) :=
∏

p∈MaxSpec(OK)

1

1− |OK/p|−s
=

∑
0̸=a▹OK

1

|OK/a|s
, Re(s) > 1.

可亚纯延拓至整个复平面，其仅有一个 1 阶极点 s = 1，留数为 2r1 (2π)r2RKhK

wK

√
|dK |

(
这里 RK , hK , wK , dK 分别指

K 的正规子 (即 O×
K/(O×

K)tor 作为格点时对应基本区域的体积)、类数、单位根的个数、判别式
)
；其在一个平

凡零点 s = 0 处的阶数为 r1 + r2 − 1，更准确来说有 lims→0
ζK(s)

sr1+r2−1 = −RKhK

wK
(见 [9] 定理 8.29). 特别地，当

K = Q 时，Dedekind-Zeta 函数退化为 Riemann-Zeta 函数 ζ(s) :=
∑∞

n=1
1
ns，此时 ζ(0) = −1

2 , ζ(1) =∞(为 1

阶极点，留数为 1).
类数公式将解析对象 (Dedekind-Zeta 函数) 与算术对象 (类群等) 联系起来，这种联系可以类比到椭圆曲

线当中.之前我们已经定义了解析对象 (Hasse-Weil L-函数)，现在需要引入一些算术对象——m-Selmer群 S(m)

和 Shafarevich-Tate 群X.
首先，记绝对 Galois 群 GK := Gal(K/K). 对椭圆曲线 E/Q，将函子 (·)GQ 作用于正合序列 0 −→

E(Q)[m] −→ E(Q)
m(·)−→ E(Q) −→ 0 得长正合列

0 −→ E(Q)[m] −→ E(Q)
m(·)−→ E(Q) −→ H1(GQ, E(Q)[m]) −→ H1(GQ, E(Q)[m])

m(·)−→ H1(GQ, E(Q)[m]),

它诱导短正合列 0 −→ E(Q)/mE(Q) −→ H1(GQ, E(Q)[m]) −→ H1(GQ, E(Q))[m] −→ 0. 当然我们也有局部
域的版本：0 −→

∏
p E(Qp)/mE(Qp) −→

∏
p H

1(GQp
, E(Qp)[m]) −→

∏
p H

1(GQp
, E(Qp))[m] −→ 0. 更明确来

说，有如下交换图：

0 // E(Q)/mE(Q)

��

// H1(GQ, E(Q)[m])

��

//

ρ

**UUUUUUUUU
H1(GQ, E(Q))[m]

��

// 0

0 // ∏
p E(Qp)/mE(Qp) // ∏

p H
1(GQp , E(Qp)[m]) // ∏

p H
1(GQp , E(Qp))[m] // 0

以及交换图：

0 // E(Q)/mE(Q)

��

// H1(GQ, E(Q)[m])

ρ

��

// H1(GQ, E(Q))[m]

ε

��

// 0

0 // 0 // ∏
p H

1(GQp , E(Qp))[m] // ∏
p H

1(GQp , E(Qp))[m] // 0
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定义 5.4(Selmer 群与 X 群) 设 E/Q 是椭圆曲线，定义如下两个群：
(1.m-Selmer 群)：S(m)(E/Q) := ker

[
H1(GQ, E(Q)[m])→

∏
p H

1(GQp , E(Qp))[m]
]
；

(2.Shafarevich-Tate 群)：X(E/Q) := ker
[
H1(GQ, E(Q))→

∏
p H

1(GQp , E(Qp))
]
.

命题 5.5 当 m ≥ 2 时，m-Selmer 群是有限群.
注意 5.6 对于上述交换图，蛇引理给出正合列

0 −→ E(Q)/mE(Q) −→ ker(ρ) = S(m)(E/Q) −→ ker(ε) = X(E/Q)[m] −→ 0,

据此结合命题 5.5 立得弱 Mordell-Weil 定理.
现考虑定义在 Q 上的椭圆曲线 E : y2 = x3 + Ax + B，设 p > 3 是一个素数. 在忽略掉有限多个素数之

后可将 E 的系数 mod p 得到定义在 Fp 上的椭圆曲线，此时 Hasse 定理给出
∣∣|Ẽ(Fp)| − (p+ 1)

∣∣ ≤ 2
√
p. 根据

Birch 和 Swinnerton-Dyer 的工作我们知道
∏

p≤x
|Ẽ(Fp)|

p ∼ C lnr x，这里 r 是 E/Q 的 Mordell 秩. 用 L-函数
可将该结论重新表述如下：

若记 Lp(E, s) := 1
1−tpp−s+p1−2s，则形式上有 Lp(E, 1) = p

|Ẽ(Fp)|
且 L(E, 1) =

∏
p Lp(E, 1) =

∏
p

p

|Ẽ(Fp)|
. 这

意味着当 Mordell 秩 r > 0 时 E(Q) 有相当多的点提供 Fp-点从而迫使 L(E, 1) = 0. 更一般地，如果 Mordell
秩更大，那么 |Ẽ(Fp)| 会相当大从而迫使 L′(E, 1) = 0, L′′(E, 1) = 0 · · · 这些估计十分困难，例如 L′(E, 1) 的计

算方法可由复杂的 Gross-Zagier 公式 (见 [13]) 给出.
猜想 5.7(B-SD) 对于定义在 Q 上的椭圆曲线 E : y2 = x3 + Ax + B(A,B ∈ Z)，定义其解析秩为其

Hasse-Weil L- 函数 L(E, s) 在零点 s = 1 处的阶. 则：
(1)E 的 Mordell 秩 = 解析秩.
(2)X(E/Q) 是有限群

(
类比类群 Cl(K) := ker

[
H1(GK ,O×

K
)→

∏
v H

1(GKv ,O×
Kv

)
]
有限

)
.

(3) 成立等式

lim
s→1

L(E, s)

(s− 1)r
=

RE · |X(E/Q)| · ΩE ·
∏

p cp(E)

|E(Q)tor|2
,

其中 r 指 Mordell 秩或解析秩；RE 指 E 的正规子 (即 E(Q) 的自由部分看成某个实内积空间的格点对应基

本区域的体积)；ΩE :=
∫
E(R)

dx
2|y| 指 E(R) 上的 Néron 周期 (贡献无穷素点)；cp(E) := [E(Qp) : E0(Qp)] 指

Tamagawa 数 (贡献有限素点).
注意 5.8 以下是 B-SD 猜想的一些进展：Coates 与Wiles 对带复乘的椭圆曲线证明了 L-函数无零点时的

B-SD 猜想；B. Gross, D. Zagier 与 Kolyvagin 对部分 Mordell 秩为 0 或 1 的椭圆曲线 (带复乘且导子较小) 证
明了 B-SD 猜想；张伟与 C. Skinner 等人通过对椭圆曲线的“计数”证明至少有约 2/3 的椭圆曲线满足 B-SD
猜想. 更多相关进展参见 [10] 或其它文献.

附录 A：℘ 的图像

考虑椭圆曲线 E = C/(Zτ ⊕ Z1) : y2 = 4x3 + Ax + B. 本节将用 Riemann-Hurwitz 公式和 Eichler-Zagier
零点定理来研究复椭圆曲线上亚纯函数 ℘, ℘′ : E → CP1 的几何与拓扑. 注意 ℘, ℘′ 均是分歧覆叠映射，命题 2.2
告诉我们覆叠次数分别为 deg(℘) = 2, deg(℘′) = 3.

定理 A.1(Riemann-Hurwitz) 设 f : X → Y 为紧 Riemann 曲面之间的非常值态射. 若记 X,Y 的亏格

分别为 gX , gY，则 2gX − 2 = deg(f)(2gY − 2) +
∑

x∈Ram(f)⊆X(e(x)− 1).
例 A.2 (1) 我们知道次数为 1 的态射诱导紧 Riemann 曲面之间的同构，此时没有分歧点.
(2) 考虑 f : C→ C, z 7→ z2，补充无穷远点的定义使 C 成为一个紧 Riemann 曲面 CP1，将 f 延拓到 CP1

使之成为一个亚纯函数. 此时由 deg(f) = 2 结合定理 A.1 知映射 f 的分歧点只能有两个，计算 f ′(z) = 0 知分

歧点即 0 和 ∞.
例 A.3 (1)考虑 ℘ : E → CP1.注意到 deg(℘) = 2，故由定理 A.1得

∑
x∈Ram(℘)(e(x)−1) = 4.由于 ℘′ 是

双周期的奇函数，故 0, 1
2 ,

τ
2 ,

1+τ
2 是方程 ℘′(z) = 0的四个不同解

(
除 0以外它们恰是方程 4℘3(z)+A℘(z)+B = 0
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的三个不同解
)
，亦即 ℘ 的四个分歧点，分歧指数均只能为 1. 据此可画出覆叠映射 ℘ 图像如下：

(2)考虑 ℘′ : E → CP1，此时 deg(℘′) = 3.将微分方程 y2 = 4x3+Ax+B两边求导得 2℘′℘′′ = 12℘2℘′+A℘′.
分类讨论可知分歧点仅可能在 0, 1

2 ,
τ
2 ,

1+τ
2 , ℘−1(±

√
−A/12) 中出现，产生总计 6 个分歧指数 (此处各点分歧指

数不一定全为 1！). 具体弄清该分歧覆叠的行为十分困难，此处不再赘述.
至此寻找 ℘ 的分歧点有两种方法：找格点的中点或者解以 ℘ 为参数的三次方程. 前者是简单的，至于后者

则出现了一个新问题：设 C 是复数，如何寻找方程 ℘(z) = C 的解？一般而言这是困难的，虽然可以将其和格

点的中点对应起来但还是避免不了计算复杂的级数. 特别地，当 C = 0 时有如下定理 (见 [14] 或 [15])：
定理 A.4(Eichler-Zagier) 设 Zτ ⊕Z1 是 C 上的格点，若记它对应的 Weierstrass 函数为 ℘(τ, z)，则满

足 ℘(τ, z) = 0 的 z 由下述等式给出：

z = m+
1

2
+ nτ ±

(
ln(5 + 2

√
6)

2πi
+

πi
√
6

12

∫
τ+iR>0

(t− τ)
(G4(t)/2ζ(4))

3 − (G6(t)/2ζ(6))
2

(G6(t)/2ζ(6))3/2
dt

)
, m, n ∈ Z.

例 A.5 (1) 取 τ = e2πi/3，此时格点 Zτ ⊕ Z1 对应椭圆曲线 E : y2 = 4x3 − Γ(1/3)18

(2π)6 . 显然 ℘ 的分歧点为

0, 1
2 ,

τ
2 ,

1+τ
2 ，它们在 CP1 中的像分别为 ∞, Γ(1/3)6

28/3π2 , Γ(1/3)6

28/3π2 τ,
Γ(1/3)6

28/3π2 τ
2，后三者是方程 4x3 − Γ(1/3)18

(2π)6 = 0 的解.

(2) 取 τ = i，此时格点 Zτ ⊕ Z1 对应椭圆曲线 E : y2 = 4x3 − Γ(1/4)8

16π2 x. 利用微分方程易见 ℘ 有且只有一

个 2 重零点 (当然也是 ℘ 的分歧点)，通过检验所有分歧点可知该零点为 1+i
2 .


