
有限群的复表示论概览——表示论专题 I

August 25, 2020

本讲义所涉及的群均是有限群，表示均是复表示，即涉及的域都是 C. 选择 C 作为主要研究对象的理由是：
(1) 特征零；(2) 代数闭；(3) 大家熟悉.

0、前言

本文旨在以复表示为例，介绍简单的有限群表示论，具体包括酉表示、特征标理论、Fourier 变换、
Burnside 定理、诱导表示等，讲究快速上手速战速决，有线性代数和抽象代数的基础即可阅读. 虽然读起来可
能会有点无聊，但是一想到在这么短的篇幅内就能一瞥有限群表示论的大概，相比之下忍受这些无聊都是小问

题了 (读者不妨换位思考，揣摩一下笔者写这份讲义时的心情).
有限群表示论作为一个工具，其实用性自不必说，故前言就此打住，爱看不看!
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1、基本定义与基本结论

定义 1(表示) 群 G 的一个 (复) 表示是指群同态 φ : G→ GL(V )，其中 V 是一个非零有限维 C-线性空
间 (当然 C 可以换成一般的域，但本文暂不讨论这类情况)，V 的维数称为该表示的维数，记作 deg(φ). 对任
意 g ∈ G，φ(g) : V → V, v 7→ φ(g)(v) 是 V 的一个可逆线性变换，为避免符号混乱将 φ(g) 记为 φg.

例 (1)G 的平凡表示是指 φ : G → C∗, φg = 1；(2) 一个非平凡的表示 φ : Z/nZ → C∗, φ[m] = e2π im/n.
定义 2(等价关系) 有时两个看似不同的表示其实蕴含了同样的信息，为此我们给出两个表示等价的概念.

群 G 的两个复表示 φ : G→ GL(V ) 与 ψ : G→ GL(W ) 称为是等价的 (记作 φ ∼ ψ)，如果存在 C-线性空间的
同构 T : V → W，使得对任意 g ∈ G，ψg = TφgT

−1(即 ψgT = Tφg). 也就是说，两个复表示 φ 与 ψ 等价当

且仅当有共轭关系的交换图：

V

T
��

φg // V

T
��

W
ψg // W.

定义 3(不变子空间) 与线性代数类似，给定表示 φ : G → GL(V )，子空间 W ⊆ V 称为是G- 不变子空
间，如果对任意 g ∈ G 以及任意 w ∈W，φg(w) ∈W .

定义 4(直和) 设 φ : G → GL(V1) 与 ψ : G → GL(V2) 是两个复表示，它们的直和定义为 φ ⊕ ψ : G →
GL(V1 ⊕ V2), (φ ⊕ ψ)g(v1, v2) =

(
φg(v1), ψg(v2)

)
. 特别地，如果将 V1, V2 等同于 Cm,Cn，那么 (φ ⊕ ψ)g =(

φg 0

0 ψg

)
.

定义 5(子表示) 设 φ : G → GL(V ) 是一个表示. 如果 W ⊆ V 是 G- 不变子空间，则可将 φ 限制到 W

上得到表示 φ|W : G → GL(W ), (φ|W )g(w) = φg(w)，称为 φ 的一个子表示. 如果 V1, V2 ⊆ V 是 G- 不变子空
间且 V = V1 ⊕ V2，则利用线性代数的工具易证 φ 等价于直和 φ|V1 ⊕ φ|V2 .

定义 6(不可约表示) 一个非零表示 φ : G→ GL(V ) 称为是不可约的，如果 V 只有平凡的 G-不变子空间
{0}, V . 表示 φ : G→ GL(V ) 称为是完全可约的，如果 V =

⊕
i Vi，其中 Vi 是 G-不变子空间且 φ|Vi 是不可约

表示 (即 φ 等价于一些不可约表示的直和). 群 G 的一个非零表示 φ 称为是可分解的，如果 V = V1 ⊕ V2，其中
V1, V2 均是非零 G-不变子空间 (即 φ 是其子表示的直和)；否则称为不可分解的. 显然等价于一个可分解 (不可
约、完全可约) 表示的表示也是可分解 (不可约、完全可约) 的. 对复表示而言，可分解 定理10⇐⇒ 可约 (但对其它域
上的表示则不然，表示论中经常要求域的特征不整除群 G 的阶，否则需要一种叫模表示的理论).

对于 2 维复表示，线性代数的方法给了我们如下断言：
命题 7 设 φ : G→ GL(V ) 是 2 维复表示，则 φ 不可约当且仅当所有 φg 之间没有共同的特征向量.
证明思路 φ 可约等价于 V 有 1 维 G-不变子空间，即存在非平凡 Cv. 此时 v 就是所有 φg 的特征向量.�
定义 8(酉表示) C-线性空间 V 上的 (复) 内积是指映射 ⟨·, ·⟩ : V × V → C，满足 ⟨c1v1 + c2v2, w⟩ =

c1⟨v1, w⟩ + c2⟨v2, w⟩、⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩ 和 ⟨v, v⟩ ≥ 0, ⟨v, v⟩ = 0 ⇔ v = 0 这三个条件. 设 V 是配备了复内积的

C-线性空间，复表示 φ : G→ GL(V ) 称为是酉表示，如果对任意 g ∈ G, v, w ∈ V，⟨φg(v), φg(w)⟩ = ⟨v, w⟩. 若
记 GL(V ) 的酉变换子群为 U(V )，则上述表示 φ 可以视作 φ : G→ U(V ) ⊆ GL(V ).

例 (1) 易证 U(C1) ∼= SO(2) := {z ∈ C : |z| = 1}. 因此 1 维酉表示即同态 φ : G → SO(2). 例如
φ : R→ SO(2), t 7→ e2π it 就是一个 1 维酉表示.

命题 9 设 φ : G→ GL(V ) 是一个酉表示，那么 φ 无非两种情况：不可约或可分解.
证明思路 若 φ 可约，则有非平凡 G-不变子空间 W . 验证 W⊥ 也是 G- 不变子空间且 V =W ⊕W⊥.�
定理 10 有限群的复表示 φ : G→ GL(V ) 总与某个酉表示等价. 因此每个不可分解复表示不可约.
证明思路 由于等价性 (定义 2)，故考虑 V = Cn 的情况，证 φ 是酉表示即可. 设 ⟨·, ·⟩ 是 Cn 上的标准内

积，在 V = Cn 上定义 [v, w] :=
∑
g∈G⟨φg(v), φg(w)⟩，验证 [·, ·] 是内积，则 φ 在该内积下是酉表示.�

定理 11(Maschke) 有限群 G 的复表示 φ : G → GL(V ) 一定是完全可约的
(
对一般域 K 上的表示而言

需要增加条件 Char(K) - |G|
)
.

证明思路 对 dim(V ) 作第二类数学归纳法. 可递推是因为若 φ 可约 (不可约即证毕)，则可分解.�
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综上所述，任何有限群的复表示 φ : G→ GL(Cn) 均等价于 diag(φ1, · · · , φm)，其中 φi 不可约.
定义 12(表示间的态射) 设有复表示 φ : G→ GL(V ) 及 ψ : G→ GL(W ). 一个从 φ 到 ψ 的态射是指一

个 C- 线性映射 T : V →W (不一定可逆!)，使得对任意 g ∈ G，Tφg = ψgT . 也就是说有交换图：

V

T
��

φg // V

T
��

W
ψg // W.

所有从 φ 到 ψ 的态射作成的集合记为 HomG(φ,ψ)，它是线性空间 HomC(V,W ) 的子集. 特别地，如果可逆线
性映射 T ∈ HomG(φ,ψ)，由定义 2 知 φ ∼ ψ.

命题 13 实际上，验证定义可知 HomG(φ,ψ) 是线性空间 HomC(V,W ) 的线性子空间.
命题 14(核与像) 设 V

T→ W ∈ HomG(φ,ψ)，则 ker(T ) 是 V 的 G- 不变子空间；Im(T ) 是 W 的 G- 不
变子空间.

证明思路 以核为例，任意 v ∈ ker(T ) 及 g ∈ G，Tφg(v) = ψgTv = 0.�
下面的引理告诉我们，不可约表示之间的态射是非常有限的.
引理 15(Schur) 设 φ,ψ 是群 G 的不可约复表示，T ∈ HomG(φ,ψ). 则无非只有两种情况：T 可逆或

T = 0. 此外，如果 φ � ψ，则 HomG(φ,ψ) = {0}；如果 φ = ψ，则存在 λ ∈ C 使得 T = λE(单位阵). 因此，
如果 φ ∼ ψ 均是不可约复表示，那么 dim

(
HomG(φ,ψ)

)
= 1.

证明思路 如果 T ̸= 0，由于不可约表示没有非平凡的 G-不变子空间，根据命题 14 知 T 既单又满. 注意
到当 λ 是 T 的特征值时 λE − T 不可逆，故 λE − T = 0，证得后半部分.�

推论 16 任何 Abel 群 G 的不可约复表示 φ : G→ GL(V ) 是都是 1 维的. 因此对任何 Abel 群 G 的任何

复表示 φ : G→ GL(Cn) 而言，线性变换 φg 均可对角化.
证明思路 任取 h ∈ G，则有 φh ∈ HomG(φ,φ)，由引理 15 知存在 λh 使 φh = λhE. 此时 V 有 G- 不变

子空间 Cv(v 是 V 中随便取定的一个向量)，由表示不可约得 V = Cv.�
推论 17 设 A ∈ GL(Cn) 满足 Ak = E，那么 A 的特征值在 k 次单位根中取.
证明思路 用线性代数的手段很容易证明该命题，但我们给出表示论的方法. 考虑复表示 φ : Z/kZ →

GL(Cn), [t] 7→ At，由推论 16知存在 T ∈ GL(Ck)使得 T−1AT 是对角阵，记为 D. 显然 Dk = T−1AkT = E.�
下面介绍一个重要的概念：正交性.
定义 18(群代数) 设 G 是群，G 的群代数L(G) 是指配备了内积 ⟨f1, f2⟩ = 1

|G|
∑
g∈G f1(g)f2(g) 的 C-线

性空间 {f : G上的复值函数G
f→ C}，其上的运算皆是逐点定义.

定理 19(Schur 正交关系) 设 φ : G → U(Cn) 与 ψ : G → U(Cm) 是不等价的不可约酉表示. 考虑 L(G)

中的复值函数 φij : G→ C，φij(g) 规定为矩阵 φg 的 i 行 j 列的元素，那么对按定义 18 赋予的内积而言有：
(1)⟨φij , ψkl⟩ = 0；

(2)⟨φij , φkl⟩ =

 1
n i = k且j = l,

0 其他.

证明思路 逐一证明如下断言：(断言 i)设 φ : G→ GL(V )和 ψ : G→ GL(W )是两个复表示，T : V →W

是线性映射，那么 P : HomC(V,W )→ HomG(φ,ψ), T 7→ P (T ) := 1
|G|
∑
g∈G ψg−1Tφg 是线性满射. 这需要验

证 P (T ) ∈ HomG(φ,ψ) 且 P 确实是线性映射. 由 P (T ) = 1
|G|
∑
g∈G ψg−1ψgT = T 知，如果 T ∈ HomG(φ,ψ)，

那么 P (T ) = T，因此 P 满.
(断言 ii)设 φ : G → GL(V )，ψ : G → GL(W ) 是 G 的不可约复表示，T : V → W 是线性映射，那么

φ � ψ 蕴含 P (T ) = 0；φ = ψ 蕴含 P (T ) = tr(T )
dim(V )E. 前者由引理 15 给出，后者也是根据引理 15：在这个情

况下存在 λ ∈ C 使 P (T ) = λE. 此时目标变成确定 λ. 注意到 tr(λE) = λdim(V )，因此 P (T ) = tr(P (T ))
dim(V ) E. 而

tr(P (T )) = 1
|G|
∑
g∈G tr(φg−1Tφg) =

1
|G|
∑
g∈G tr(T ) = tr(T )，故结论成立.

(断言 iii)设 φ : G → U(Cn)，ψ : G → U(Cm) 是酉表示，记 A = Eki ∈ Matmn(C)(即 k 行 i 列为 1，其
余为 0 的 m× n 阶矩阵)，则 P (A)lj = ⟨φij , ψkl⟩. 注意到 ψg 是酉矩阵，因此 ψg−1 = ψ−1

g = ψ∗
g(共轭转置)，
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即 ψlk(g
−1) = ψkl(g). 据此计算 P (A)lj =

1
|G|
∑
g∈G(ψg−1Ekiφg)lj =

1
|G|
∑
g∈G ψlk(g

−1)φij(g) = ⟨φij , ψkl⟩. 第
二个等号是根据线性代数的结论

(
(aij)Eki(bij)

)
lj
=
∑
x,y alx(Eki)xybyj = alkbij 得到.

(断言 iv)定理 19 成立. 取 A = Eki.(1)：由断言 ii 有 P (A) = 0. 而断言 iii 揭示 P (A)lj = ⟨φij , ψkl⟩ = 0；

(2)：由断言 ii 知 P (A) = tr(Eki)
dim(V )E = δik

n E，再利用断言 iii 得 δik
n Elj =

δikδlj
n = ⟨φij , φkl⟩.�

推论 20 群 G的不可约复表示在等价的意义下只有有限多个 (更精确地，见定理 25). 特别，由定理 19(2)
知不可约酉表示 φ 对应了 L(G) 的一个势为 deg(φ)2 的正交集 {φij : i, j = 1, · · · , deg(φ)}.

证明思路 由定理 10，只需证明 G 的酉表示有有限个即可. 注意到 dim(L(G)) = |G|，由定理 19(1) 知每
一个非零不可约酉表示均要对抬高群代数的维数作出贡献，因此它们至多为 |G| 个.�

定义 + 命题 21(特征标) 设 φ : G → GL(V ) 是一个复表示，复值函数 χφ : G → C, g 7→ tr(φg) 称为 φ

的特征标 (由于迹是相似不变量，故良好定义)，显然 χφ(1) = dim(V ) = deg(φ). 易见对 1 维复表示 φ 而言有

χφ = φ，此时可以混淆 χφ 与 φ. 特别当 φ不可约时特征标亦称为不可约特征标.若取 V = Cn，φg =
(
φij(g)

)
，

那么有公式 χφ(g) =
∑n
i=1 φii(g). 当然与之前类似，由于迹是相似不变量

(
tr(AB) = tr(BA)

)
，因此等价的表

示有相同的特征标. 同样由 tr(AB) = tr(BA) 可以得到等式 χφ(g) = χφ(hgh
−1)，其中 g, h ∈ G.

定义 22(类函数) 函数 f ∈ L(G) 称为是类函数，如果对任意 g, h ∈ G，成立等式 f(g) = f(hgh−1). 等价
地，这相当于是说对任意 g ∈ G，f 是定义在 {g 的共轭元}这个集合上的常值函数

(
或者说，若记 Cg 为 G中元

素 g 所在的共轭类，那么 f(Cg) 是良好定义的并且其值就是 f(g)，这样就可以确定一个从共轭类映到 C 的函
数
)
. 通常将 L(G) 中所有类函数作成的集合记为 Z(L(G))(见命题 43). 命题 21 已经告诉我们，χφ ∈ Z(L(G)).
命题 23 事实上，Z(L(G)) 是线性空间 L(G) 的 |C(G)| 维线性子空间，这里 C(G) 指 G 的所有共轭类作

成的集合.

证明思路 子空间的验证直接依照定义. 关于维数，定义类函数 δC : G → C, δC(g) =

1 g ∈ C

0 g /∈ C
，下证

{δC : C ∈ C(G)} 构成 Z(L(G)) 的基即可. 显然任意 f ∈ Z(L(G)) 均可写成线性组合 f =
∑
C∈C(G) f(C)δC，

并且根据 ⟨δC , δC′⟩ = 1
|G|
∑
g∈G δC(g)δC′(g) =


|C|
|G| C = C ′

0 C ̸= C ′
知 {δC : C ∈ C(G)} 实际上是正交集，因此其元

素必定线性无关.�
下面两个定理揭示了不可约特征标在 L(G) 上的正交关系.

定理 24(正交关系 I) 设 φ, ρ 为群 G 的不可约复表示，那么 ⟨χφ, χρ⟩ =

1 φ ∼ ρ

0 φ � ρ
. 因此 G 的所有不可

约特征标构成了 Z(L(G)) 中的一个正交集 (实际上还是基，证明见定理 25).
证明思路 根据定理 10，不失一般性考虑 φ : G → U(Cn), ρ : G → U(Cm) 为酉表示. 由定义 18，

⟨χφ, χρ⟩ = 1
|G|
∑
g∈G χφ(g)χρ(g) =

1
|G|
∑
g∈G

∑n
i=1 φii(g)

∑m
j=1 ρjj(g) =

∑n
i=1

∑m
j=1⟨φii(g), ρjj(g)⟩，再利用定

理 19 计算 ⟨φii, ρjj⟩ 即可.�
定理 25 在等价的意义下，设群 G 的所有不可约复表示为 φ1, · · · , φs，那么由所有不可约特征

标 χφ1 , · · · , χφs 构成的正交集 (定理 24 已断言其正交性) 实际上就是 Z(L(G)) 的一组基. 因此 s =

dim(Z(L(G))) = |C(G)|. 我们还有推论：有限群 G 是 Abel 群当且仅当 |G| = |C(G)| = s，当且仅当其

恰好有 |G| 个不可约复表示的等价类.
证明思路 对任意类函数 f 而言可以验证有线性组合 (参照定理 19 的证明)：

f(x) =
1

|G|
∑
g∈G

f(g−1xg) =
1

|G|
∑
g∈G

∑
i,j,k

cijkφk,ij(g
−1xg) =

∑
i,j,k

cijk
1

|G|
∑
g∈G

φk,ij(g
−1xg)

=
∑
i,j,k

cijk

[ 1

|G|
∑
g∈G

φk,g−1φk,xφk,g

]
ij
=
∑
i,j,k

cijk[P (φk,x)]ij =
∑
i,j,k

cijk
tr(φk,x)
deg(φk)

Eij =
∑
i,k

(
ciik

1

deg(φk)

)
χφk

(x).�

定义 26(直和分解与重数) 如果表示 ρ ∼
⊕s

i=1(miφi)，其中所有 φi 不可约、i ̸= j ⇒ φi � φj 且

miφi := φi ⊕ · · · ⊕φi(即把不可约表示 φi 直和 mi 次)，那么 mi 称为是 ρ 中 φi 的重数. 如果 mi > 0，则称 φi
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是 ρ 的一个不可约成分. 此时显然有 deg(ρ) =
∑
mi deg(φi). 定理 11 告诉我们，所有复表示完全可约，因此上

述直和分解总是存在，但分解的唯一性还未知，这关系到该定义是否良好. 为断言唯一性 (定理 28)，我们利用
特征标理论给出分析.

引理 27 设 φ = ρ⊕ψ，那么显然有 χφ = χρ+χψ. 因此任何特征标都是一些不可约特征标的整线性组合.
定理 28(唯一性) 设表示 ρ ∼

⊕s
i=1(miφi)，那么重数 mi = ⟨χρ, χφi⟩，因此 ρ 的直和分解在等价的意义

下唯一 (因为等价的表示有相同的特征标). 兹断言定义 26 确实良好.
证明思路 由引理 27，χρ =

∑s
i=1miχφi . 根据定理 24，⟨χρ, χφi⟩ =

∑s
j=1mj⟨χφj , χφi⟩ = mi.�

推论 29 复表示 ρ 不可约当且仅当 ⟨χρ, χρ⟩ = 1.
证明思路 设 ρ ∼

⊕s
i=1(miφi)，那么 ⟨χρ, χρ⟩ = m2

1 + · · ·+m2
s.�

作为直和分解的一个可计算的例子，我们介绍一下正则表示：

定义 30(正则表示) 设 X 是有限集，定义由 X 生成的线性空间为 CX := {
∑
x∈X cxx : cx ∈ C}，其上的

运算均是逐点定义. 线性空间 CX 上可以配备内积 ⟨
∑
x∈X axx,

∑
x∈X bxx⟩ :=

∑
x∈X axbx 使之成为内积空间.

有限群 G 的 (左) 正则表示是指同态 L : G→ GL(CG),Lg
(∑

h∈G chh
)
:=
∑
h∈G chgh =

∑
x∈G cg−1xx. 类似地

通过右乘可以定义 (右) 正则表示 R，不过为图方便本文的讨论都以 (左) 正则表示为例. 事实上验证定义可知
正则表示是酉表示 (即任意 Lg 保持内积). 特别地，我们甚至可以描述清楚它的分解及其相关特性：

定理 31 设 L 是 G 的正则表示，则存在分解 L ∼
⊕s

i=1

(
deg(φi)φi

)
，其中 φi 是不可约 (酉) 表示且两

两不等价.

证明思路 根据定理 28，问题转化为 ⟨χL, χφi⟩ 的计算. 通过线性代数的操作易得 χL(g) =

|G| g = 1

0 g ̸= 1
，

据此照定义 18 给予的内积表达式验证得 ⟨χL, χφi⟩ = 1
|G|
∑
g∈G χL(g)χφi(g) =

1
|G| |G|χφi(1) = deg(φi).�

推论 32 依照定理 31 有 χL =
∑s
i=1 deg(φi)χφi，取其在 g = 1 处的值得等式 |G| =

∑s
i=1 deg(φi)2. 据此

计算维数可知通过推论 20 得到的正交集 {φk,ij : k = 1, · · · , s; i, j = 1, · · · , deg(φk)} 实际上是 L(G) 的一组基.
下面我们给出特征标表的概念.
定义 33(特征标表) 设 G 是有限群，取出它的所有不可约特征标为 χ1, · · · , χs. 定理 25 告诉我们

s = |C(G)|. 再设 G 的共轭类为 C1, · · · , Cs. 在这个条件下，群 G 的特征标表是指 s× s 阶矩阵 Λij := χi(Cj).
定理 34(正交关系 II) 特征标表的列向量在 C 的标准内积下两两正交，因此特征标表是可逆矩阵.
证明思路 即计算

∑s
i=1 χi(C)χi(C

′) 或者
∑s
i=1 χi(g)χi(h). 回顾命题 23 证明中定义的类函数 δC，

注意到 {δC : C ∈ C(G)} 与 {χ1, · · · , χs} 是内积空间 Z(L(G)) 的两组基，线性代数告诉我们成立等式

δC =
∑s
i=1⟨δC , χi⟩χi. 此时对某个 h ∈ C，有：

δC(g) =
s∑
i=1

⟨δC , χi⟩χi(g) =
s∑
i=1

1

|G|
∑
x∈G

δC(x)χi(x)χi(g) =
s∑
i=1

1

|G|
∑
x∈C

χi(x)χi(g) =
|C|
|G|

s∑
i=1

χi(g)χi(h).

上式当 g ∈ C 时为 1，其余为 0.�
事实上，特征标表是线性空间 Z(L(G)) 中，正交基 {χ1, · · · , χs} 到正交基 {δC : C ∈ C(G)} 的过渡矩阵.
作为一个例子，我们尝试计算一下 Abel 群 Z/2Z × Z/2Z 的特征标表. 在这之前我们解决一个更广

的问题：如何在等价的意义下确定任意有限 Abel 群的所有不可约复表示? 根据有限 Abel 群的结构定
理 (有限 Abel 群一定同构于若干剩余类群的直和)，在知悉 Z/nZ 的所有不等价的不可约复表示就是
φk : Z/nZ→ C∗, [m] 7→ e2kmπ i/n(k = 0, · · · , n− 1) 的前提下，不失一般性只需讨论两个 Abel 群直和的情况.

命题 35 设 G1, G2 都是有限 Abel 群，若记它们的所有不等价不可约 (1 维) 复表示分别为 φ1, · · · , φ|G1|

和 ψ1, · · · , ψ|G2|，那么所有复值函数 αij : G1×G2 → C∗, (g1, g2) 7→ φi(g1)ψj(g2)确定了 L(G1×G2)的一组基.
证明思路 验证 αij 是同态是容易的. 注意到有 ⟨αij , αkl⟩ = 1

|G1||G2|
∑

(g1,g2)∈G1×G2
αij(g1, g2)αkl(g1, g2) =(

1
|G1|

∑
g1∈G1

φi(g1)φk(g1)
)
·
(

1
|G2|

∑
g2∈G2

ψj(g2)ψl(g2)
)
= ⟨φi, φk⟩⟨ψj , ψl⟩，因此含有 |G1 ×G2| 个元素的集合

{αij : i = 1, · · · , |G1|; j = 1, · · · , |G2|} 是正交的，据定理 24 和定理 25 知该集合就是 G1 ×G2 的所有不等价不

可约复表示.�
例 我们已经知道，群 Z/2Z 的两个不等价不可约复表示为 φ0 : [0], [1] 7→ 1, 1 和 φ1 : [0], [1] 7→ 1,−1，
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其特征标表是

(
χφ0 [0] χφ0 [1]

χφ1 [0] χφ1 [1]

)
=

(
1 1

1 −1

)
. 据此依照命题 35 计算得 Z/2Z × Z/2Z 的特征标表为

1 1 1 1

1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

. 关于群论和特征标理论更多有用的事实见网站 [10].

定义 4 给出了同一个群 G 上两个表示直和的概念，这是一种构造新表示的办法. 而接下来我们要介绍另一
种办法 (当然还有很多其他办法)：张量积和外张量积. 有了这个概念之后，我们顺带可以给出命题 35 在一般情
形下的推广 (命题 38).

定义 36(张量积) 设 φ : G→ GL(V ) 和 ψ : G→ GL(W ) 是 G 的两个复表示. 定义 φ 和 ψ 的张量积表示

为 φ⊗ ψ : G→ GL(V ⊗CW ), g 7→ φ(g)⊗ ψ(g)
(
注意 (φg ⊗ ψg)(v⊗w) = φg(v)⊗ ψg(w)

)
. 容易验证其是良好定

义的. 倘若取 V = Cn,W = Cm，那么 χφ⊗ψ(g) = tr
(
(φ⊗ψ)g

)
= tr(φg ⊗ψg) = tr(φg) · tr(ψg) = χφ(g) ·χψ(g)，

套用下面定义 44 中规定的乘法运算，我们有 χφ⊗ψ = χφ · χψ. 这也就是说，群 G 的两个特征标的乘积仍是 G

的一个特征标.
定义 37(外张量积) 设 φ1 : G1 → GL(V ), φ2 : G2 → GL(W ) 是复表示，定义 φ1 和 φ2 的 (外) 张量积表

示为群 G1⊕G2 的复表示 φ1�φ2 : G1⊕G2 → GL(V ⊗CW ), (φ1�φ2)(g1, g2)(v⊗w) := φ1(g1)(v1)⊗φ2(g2)(v2).
命题 38 设 G1, G2 都是有限群，若记它们的所有不等价不可约复表示分别为 φ1, · · · , φs 和 ψ1, · · · , ψt，

则 {φi � ψj : i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , t} 正好是 G1 ⊕G2 的所有不等价不可约复表示. 此外，若 G1, G2 的特征

标表分别为 Λ1,Λ2，则 G1 ⊕G2 的特征标表为矩阵的张量 Λ1 ⊗ Λ2.
证明参考 见 [11] 命题 2.3.23.�
对于非 Abel 的有限群，[2] 中推论 1.5.1 还有如下描述：
命题 39(提升) 设 G 是有限群，则 G 的所有不等价不可约 1 维复表示有 [G : G′] 个

(
[1] 引理 6.2.7

断言：若 G′ 是 G 的换位子群，则存在一一对应 {G的 1 次复表示} ↔ {Abel 群G/G′的不可约复表示}, φ →
G/G′ → C∗

gG′ 7→φ(g)

, ψπ ← ψ，其中 π : G→ G/G′ 是典范同态. 因此 G 有 |G/G′| = [G : G′] 个 1 维复表示
)
.

接下来，作为本节的结束，我们介绍一些特征标表在群论中的应用.
命题 40 (1) 设 N 是有限群 G 的正规子群，又设 φ1, · · · , φs 是 G 的所有不等价不可约复表示，则 N 一

定是若干个 ker(φi) 的交. 容易验证 ker(φi) = {g ∈ G : χφi(g) = χφi(1)}，这给出了用特征标表计算 G 所有正

规子群的一个方法. 特别地由命题 39，G 的换位子群是所有 1 次复表示的核的交.
(2) 往后看看 Burnside 定理 (定理 49) 证明中断言 iii 的证明方法，我们还可以用特征标表判断群是否为单

群：设 G 是有限群，φ1, · · · , φs 是 G 的所有不等价不可约复表示，则 G 是单群的充要条件为这些 φ1, · · · , φs
中除了平凡表示外，其余所有 ker(φi) = {1}.

(3) 由定理 34，可以从特征标表求出 G 共轭类里的元素个数：|Cg| = |G|∑s
i=1 χi(g)χi(g)

. 特别地，我们还可以
计算 G 的中心：由于正规子群 Z(G) 中元素共轭类的势均为 1，因而 Z(G) 就是使 |Cg| = 1 的所有 g 的并.

证明参考 见 [2]Chapter3.4，此书该章节还展示了一些其他的应用.�
注意 特征标表相同的两个群不一定同构. 例如二面体群与四元数群.

2、有限群上的 Fourier 分析

本节的目标是建立有限群上的 Fourier 分析理论，所有定义与结论均是标准 Fourier 理论的变形.
定义 41(卷积) 设 G是有限群，a, b ∈ L(G).a和 b的卷积是指映射 a∗b : G→ C, x 7→

∑
y∈G a(xy

−1)b(y).
显然 a ∗ b ∈ L(G)，我们希望在这个卷积运算下线性空间 L(G) 还有其他的结构.

命题 42
(
L(G),+, ∗

)
是含幺环.

证明思路 结合律由等式 [(a ∗ b) ∗ c](x) =
∑
y∈G[a ∗ b](xy−1)c(y) =

∑
y∈G

∑
z∈G a(xy

−1z−1)b(z)c(y) =∑
y∈G

∑
u∈G a(xu

−1)b(uy−1)c(y) =
∑
u∈G a(xu

−1)
∑
y∈G b(uy

−1)c(y) =
∑
u∈G a(xu

−1)[b∗c](u) = [a∗(b∗c)](x)
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给出，分配律显然. 对于幺元的存在性，定义 δg(x) =

1 x = g

0 x ̸= g
，等式 a ∗ δ1(x) =

∑
y∈G a(xy

−1)δ1(y) = a(x)

告诉我们 δ1 就是单位.�
命题 43 L(G) 作为环，其中心正是 Z(L(G)). 因此当 G 是 Abel 群时，L(G) 是一个交换 C-代数.
证明思路 设 f 是类函数，于是有 f ∗a(x) =

∑
y∈G f(y

−1x)a(y) =
∑
z∈G f(z)a(xz

−1) = a∗f(x).反过来，
设 f 满足对任意 δz ∈ L(G)，δz ∗ f = f ∗ δz，那么有 f(z−1x) = f(xz−1)(∀x, z ∈ G)，此时取 x = yz 即可.�

L(G) 上有了卷积运算之后，我们便可给出 Fourier 变换. 确切的说，它既是一个 C-线性空间同构，也是一
个环同构 (定理 45、定理 46).

首先考虑有限 Abel 群的情形.
定义 + 命题 44(对偶群) 设 G 是有限 Abel 群. 容易验证集合 Ĝ := {χ : G → C∗|χ是不可约特征标} 在

配备了运算 (χ1 · χ2)(g) := χ1(g)χ2(g) 之后作成一个阶为 |G| 的 Abel 群，称为 G 的对偶群
(
事实上，由于 G

是 Abel 群，可以发现 Ĝ 中的元素无非就是所有的群同态 G→ S1，由此关于对偶群封闭性的验证即是显然
)
.

证明思路 封闭：由定义 36 给出；结合律和交换律显然；单位元是 χ : g 7→ 1(∀g ∈ G)；χ 的逆元是 χ.�
定理 45(Abel 群的 Fourier 变换) 设 f : G→ C 是复值函数，定义其 Fourier 变换为 f̂ : Ĝ→ C, χ 7→

|G|⟨f, χ⟩ =
∑
g∈G f(g)χ(g)(读者不妨将其与数学分析中的 Fourier 系数对应起来). 函数 f̂ 在每个不可约特征标

(基)χ 处的取值称为 f 的 Fourier 系数. 在这个定义下，我们有：

(1) 由于不可约特征标 χ 也是复值函数，因此定理 24 蕴含 χ̂(ρ) =

|G| χ = ρ

0 其他
，即 χ̂ = |G|δχ；

(2) 根据线性代数的等式 f =
∑
χ⟨f, χ⟩χ，我们有逆变换：若 f ∈ L(G)，则 f = 1

|G|
∑
χ∈Ĝ f̂(χ)χ(此即

Fourier 展开，读者不妨将其与数学分析中的 Fourier 展开对应起来，展开式各项的系数就是 Fourier 系数)；
(3) 由于逆变换的存在，我们有 C-线性空间的同构 L(G)→ L(Ĝ) ∼= C|G|, f 7→ f̂；

(4)规定 L(Ĝ)上的乘法为逐点相乘 (f̂ · ĝ)(x) := f̂(x)ĝ(x)使之成为一个交换幺环 (单位是常值映射 x 7→ 1)，
那么上述同构诱导了交换幺环的同构

(
L(G),+, ∗

)
→
(
L(Ĝ),+, ·

) ∼= (C|G|,+, ·), f 7→ f̂ . 此时这还是一个交换
C-代数同构.

证明思路 只证 (4)，只需要证明 â ∗ b = â · b̂ 即可. 这由下式给出：

â ∗ b(χ) =
∑
y∈G

b(y)
∑
x∈G

a(xy−1)χ(x) =
∑
y∈G

b(y)
∑
z∈G

a(z)χ(z)χ(y) =
∑
z∈G

a(z)χ(z)
∑
y∈G

b(y)χ(y) = â(χ)̂b(χ).�

例 设 f, g : Z→ C 满足：存在正整数 n，f(n+ x) = f(x), g(n+ x) = g(x)(∀x ∈ Z)，f, g : Z/nZ→ C 为
其自然的诱导映射. 此时我们利用有限 Abel 群的 Fourier 理论将关于 f, g 的公式过渡到 f, g 上 (即限定在一
个周期内，这与数学分析中周期函数的 Fourier 理论类似). 分别依据定义 41、定义 44 和定理 45，我们得到：
(f ∗ g)(m) :=

∑n−1
k=0 f([m−k])g([k]) =

∑n−1
k=0 f(m−k)g(k)，Ẑ/nZ = {χk : [m] 7→ e2π ikm/n|k = 0, · · · , n−1} ∼=

Z/nZ, χl ↔ [l]. 函数 f 的 Fourier 变换为 f̂(l) :=
∑n−1
k=0 f([k])χl([k]) =

∑n−1
k=0 f(k)e

−2π ilk/n，此时逆变换

f(l) = 1
n

∑n−1
k=0 f̂([k])χk([l]) =

1
n

∑n−1
k=0 f̂(k)e

2π ilk/n.
接下来直接给出有限非 Abel 群一般情形的结论，证明略过 (有限 Abel 群情形的特殊性在于其不可约复表

示都是 1 维的).
定理 46(非 Abel 群的 Fourier 变换) 设 G 是有限群，记 G 的所有不等价的不可约复 (酉) 表示

为 φ1, · · · , φs. 定义映射 T : L(G) → Matdeg(φ1)(C) × · · · × Matdeg(φs)(C), f 7→
(
f̂(φ1), · · · , f̂(φs)

)
，其中

f̂(φk)ij := |G|⟨f, φk,ij⟩ =
∑
g∈G f(g)φk,ij(g). 称 T (f) 为 f 的 Fourier 变换. 在这个定义下，我们有：

(1) 逆变换：若 f ∈ L(G)，则 f = 1
|G|
∑
i,j,k deg(φk)f̂(φk)ijφk,ij；

(2)由于逆变换的存在，我们有 C-线性空间的同构 L(G)→ Matdeg(φ1)(C)×· · ·×Matdeg(φs)(C), f 7→ T (f)；

(3) 规定 Matdeg(φ1)(C)× · · · ×Matdeg(φs)(C) 上的乘法为逐点相乘使之成为一个含幺环，那么上述同构诱
导了含幺环的同构

(
L(G),+, ∗

)
→
(

Matdeg(φ1)(C)× · · · ×Matdeg(φs)(C),+, ·
)
, f 7→ T (f).

例 关于这套 Fourier 理论的一个实际应用见 [4]. 由于其涉及到大量数理统计，限于篇幅按下不表.
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3、两巨头

本节主要利用表示论的技巧证明群论中的两个重要定理 (定理 47，定理 49)，并介绍它们的应用.
定理 47(维数) 设 φ 是有限群 G 的一个不可约复表示，那么 deg(φ)

∣∣|G|.
证明思路 依次证明如下断言：(断言 i) 设 χ 是 G 的一个特征标，那么对任意 g ∈ G，χ(g) 是代数整数

(即它属于 Z 在 C 中的整闭包). 考虑表示 φ : G→ GL(Cn)，由于 g|G| = 1，因此 φ
|G|
g = E. 根据推论 17，φg

可对角化且特征值是一些 |G| 次单位根 (它们是代数整数)，因此 χφ(g) = tr(φg) 当然也是代数整数.
(断言 ii)设 φ 是有限群 G 的不可约复表示，g ∈ G，那么

|Cg|χφ(g)
deg(φ) 是代数整数. 设 G 的共轭

类为 C1, · · · , Cs. 定义算子 Ti :=
∑
x∈Ci

φx，显然对任意 g ∈ G，φgTi =
∑
x∈Ci

φgφx =
∑
x∈Ci

φgx =∑
y∈gCi

φy =
∑
y∈Cig

φy =
∑
x∈Ci

φxg = Tiφg，故 Ti ∈ HomG(φ,φ). 由引理 15 知存在 λ ∈ C 使得 Ti = λE，

因此 deg(φ)λ = tr(λE) = tr(Ti) =
∑
x∈Ci

tr(φx) =
∑
x∈Ci

χφ(x) = |Ci|χφ(Ci)，即 Ti = |Ci|
deg(φ)χφ(Ci)E.

此外，我们有等式 TiTj =
∑
x∈Ci

φx
∑
y∈Cj

φy =
∑
x∈Ci,y∈Cj

φxy =
∑
g∈G aijgφg =

∑s
k=1

∑
g∈Ck

aijgφg =∑s
k=1 aijk

∑
g∈Ck

φg =
∑s
k=1 aijkTk，其中 aijg, aijk ∈ Z

(
第五个等号是因为 aijg 不依赖于共轭类中代表元

g 的选取：定义 Ωg := {(x, y) ∈ Ci × Cj : xy = g}，则 aijg = |Ωg| ∈ Z. 考虑与 g 共轭的 g′ = fgf−1，验

证 Ωg → Ωg′ , (x, y) 7→ (fxf−1, fyf−1) 是良好定义的双射即可
)
. 由该等式结合 Ti =

|Ci|
deg(φ)χφ(Ci)E 立即推出

|Ci|
deg(φ)χφ(Ci) ·

|Cj |
deg(φ)χφ(Cj) =

∑s
k=1 aijk

|Ck|
deg(φ)χφ(Ck)，代数数论告诉我们

|Cg|
deg(φ)χφ(Cg) 是代数整数 (注意到

整系数矩阵的特征值一定是代数整数，因此 yyi 是 yi 的整系数线性组合蕴含 y 是代数整数).
(断言 iii)定理 47 成立. 由定理 24， |G|

deg(φ) =
∑
g∈G

χφ(g)
deg(φ)χφ(g). 设 C1, · · · , Cs 是 G 的所有共轭类，前

式蕴含 |G|
deg(φ) =

∑s
i=1

∑
g∈Ci

χφ(g)
deg(φ)χφ(g) =

∑s
i=1

∑
g∈Ci

χφ(Ci)
deg(φ) χφ(Ci) =

∑s
i=1

|Ci|
deg(φ)χφ(Ci)χφ(Ci)，而根据断

言 i 和断言 ii，这是一个代数整数. 由于有理数中的代数整数一定是整数，因此 |G|
deg(φ) ∈ Z.�

我们来看看该定理在 p 群理论中的一个应用.
推论 48 设 G 是 p2 阶群，p 是素数，则 G 一定是 Abel 群.
证明思路 设 G 的所有不可约复表示为 φ1, · · · , φs(在等价的意义下)，根据定理 47，deg(φi) 在 1, p, p2 中

取值. 由推论 32 知 p2 = |G| =
∑s
i=1 deg(φi)2，注意到 G 一定有维数 1 的平凡表示，故这些 φi 全都只能是 1

维的，因此 s = |G|. 利用定理 25 得 G 是 Abel 群.�
定理 49(Burnside1st) 设 G 是 paqb 阶群，p, q 均是素数，a, b ≥ 0，则 G 可解.
证明思路 将证明分解为如下步骤：(断言 i) 设 λ1, · · · , λs 是一些 n 次单位根，则 |λ1 + · · ·+ λs| ≤ s，当

且仅当 λ1 = · · · = λs 时取等号. 这是显然的.
(断言 ii)设 G 是有限群，C 是 G 的某个共轭类，又设 φ : G→ GL(Cs) 是不可约复表示，s 与 |C| 互素，

则要么存在 λ ∈ C∗ 使得对任意 g ∈ C 均有 φg = λE；要么任意 g ∈ C 均有 χφ(g) = 0. 由推论 17 知 φg 可对

角化且特征值是 s 个 |G| 次单位根，这些单位根之和即 χφ(g). 依照断言 i，|χφ(g)| ≤ s. 设存在 u, v ∈ Z 使得
u|C|+vs = 1，那么 u |C|

s χφ(g)+vχφ(g) =
χφ(g)
s . 定理 47证明中的断言 i、断言 ii告诉我们 χφ(g),

|C|
s χφ(g)均

是代数整数，因此
χφ(g)
s 也是代数整数. 设它在 Q[x] 中的极小首一多项式为 p(x) ∈ Z[x](见 [5] 推论 5)，Galois

理论告诉我们 p(x) 所有根相乘得到的 R ∈ Q，加上它还是代数整数，故 R ∈ Z. 设 σ ∈ Gal(Q[e2π i/|G|]/Q)，

由断言 i 知
∣∣σ(χφ(g)

s

)∣∣ = ∣∣σ(χφ(g))
s

∣∣ = |σ(tr(φg))|
s ≤ 1，因此 |R| =

∏
σ∈Gal(Q[e2π i/|G|]/Q)

∣∣σ(χφ(g)
s

)∣∣ ≤ 1，这意味

着 |R| 只能在 0 或 1 中取值，其因子
∣∣χφ(g)

s

∣∣ 亦然，即断言 ii 中所述的两种情况.
(断言 iii)设 G 是有限群，若存在某个共轭类 C 使得 |C| = pt，p 是素数且 t ≥ 1，则 G 一定不是单

群. 取出 G 的所有不等价的不可约复表示为
φ1

G→ C∗
g 7→ 1

(平凡表示), · · · , φs. 依照定理 31 考虑正则表示及其分解

L ∼
⊕s

i=1 deg(φi)φi，由此式立得 χL(g) = 1 +
∑s
i=2 χφi(1)χφi(g). 取 1 ̸= g ∈ C(注意单位元的共轭类只有它

自己)，由定理 34 上式 = 0. 因此可设存在 2 ≤ r ≤ s 使得 χφi(g) ̸= 0, i = 2, · · · , r，其余为 0. 此外，若对每
个 2 ≤ i ≤ r 都有 p|χφi(1)，设 χφi(1) = kip，则仍由上式可得

1
p = −

∑r
i=2 kiχφi(g)，这右边是一个代数整数，

因此 1
p ∈ Z，显然不可能. 所以存在 2 ≤ a ≤ r 使得 p - χφa(1)，即

(
|C|, χφa(1)

)
= 1. 根据断言 ii，只能出现

前一种情况，即 φa(g) = λE. 倘若 G 是单群，此时 ker(φi) = {1}(i > 1)，故 φa 只能是单射，即 G ∼= Im(φa).
而 φa(g) 作为一个矩阵一定落在 Z

(
Im(φa)

)
之中，这推出 g ∈ Z(G) 从而 |C| = |Cg| = |G|，与单位元单独成

类矛盾. 故 G 非单.
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(断言 iv)定理 49 成立. 若 |G| = pa，显然它可解 (有限 p 群皆可解). 于是只需讨论 p ̸= q, a > 0, b > 0 的

情况. 对 |G| 作归纳法. 根据 Sylow 定理，G 有 qb 阶子群 H. 取 1 ̸= g ∈ Z(H)，则 H ⊆ {x ∈ G : xg = gx} :=
∆g(共轭作用下的稳定子群). 因此 pa = [G : H] = [G : ∆g] · [∆g : H]，这推出 [G : ∆g] = pl，其中 l ≥ 0. 如
果 l = 0，则 G = ∆g，此时取正规子群 ⟨g⟩，由归纳假设 ⟨g⟩ 与 G/⟨g⟩ 可解得 G 可解. 当 l > 0 时，注意到

[G : ∆g] 实际上就是 g ∈ G 的共轭元个数 (或 g 所在轨道的长度)，根据断言 iii 知 G 非单. 再运行一遍归纳假
设知 G 可解 (实际上我们在证明 paqb 阶非单群可解).�

关于可解群，Burnside 还有如下猜想：
猜想 + 定理 50(Burnside-Feit-Thompson) 奇数阶群皆可解.
这个猜想于 1964 年被 W.Feit 和 J.G.Thompson 解决 (后称 Feit-Thompson 定理)，证明长达 255 页，见

[6] 和 [7]. 该猜想的解决直接大大推进了有限单群的分类工作，于 1983 年被 D.Gorenstein 声称解决，算上之
前所有人的工作，整个有限单群分类定理的证明传闻长达五千多页，证明前后的故事像小说一样此起彼伏精彩

纷呈，见 [8] 和 [9]. 但是这个超长证明的正确性貌似至今无明确定论，幸运的是它是否正确都与我无关.
定理 51(Burnside2st) 设 G 是奇数阶群，若以 s 记 G 共轭类的个数，那么有 s ≡ |G|(mod 16).
证明参考 这个证明需要用到实表示的概念，见 [1]Chapter9，本文限于篇幅暂且略过.�

4、诱导表示

本节考虑这样的问题：设 H 是有限群 G 的子群，如何将 G 上的表示论限制到子群 H 上? 反过来又如何
将子群 H 上的表示论过渡到大群 G? 在知悉方法之后，这些操作前后的特征标又有什么关系? 我们将建立诱导
表示的理论来回答这几个问题.

定义 52(限制) 设 f : G→ C 是一个复值函数，H 是 G 的子群，则可将 f 限制到 H 上得到新的复值函

数 ResGHf : H → C, h 7→ f(h). 容易验证 ResGH : Z(L(G))→ Z(L(H)), f 7→ ResGHf 是 C-线性映射.

定义 + 命题 53(诱导) 设 H ⊆ G. 定义 C-线性映射 L(H)→ L(G), f 7→ f̃ :=

f(x) x ∈ H

0 x /∈ H
. 再定义映

射 IndGH : Z(L(H))→ Z(L(G)), IndGHf(g) := 1
|H|
∑
x∈G f̃(x

−1gx)，称为 f 的诱导. 这仍是一个 C-线性映射.
Res 和 Ind 之间具有下述被称为 Frobenius 对换的联系：
定理 54(Frobenius) 设 H ⊆ G，f, g 分别是 H,G 上的类函数，则有公式 ⟨IndGHf, g⟩ = ⟨f,ResGHg⟩.
证明思路 根据定义，有

⟨IndGHf, g⟩ =
1

|G|
∑
x∈G

IndGHf(x)g(x) =
1

|G|
∑
x∈G

1

|H|
∑
y∈G

f̃(y−1xy)g(x)

=
1

|G| · |H|
∑
y∈G

∑
x∈G

f̃(y−1xy)g(x) =
1

|G| · |H|
∑
y∈G

∑
z∈H

f(z)g(z) =
1

|G|
∑
y∈G

⟨f,ResGHg⟩ = ⟨f,ResGHg⟩.�

命题 55 设 H ⊆ G 是子群，G 有左陪集分解 G =
⊔m
i=1 tiH，则对任意 f ∈ Z(L(H))，有 IndGHf(g) =∑m

i=1 f̃(t
−1
i gti).

证明思路 按照定义直接计算即可：IndGHf(g) = 1
|H|
∑
x∈G f̃(x

−1gx) = 1
|H|
∑m
i=1

∑
h∈H f̃(h

−1t−1
i gtih) =

1
|H|
∑m
i=1

∑
h∈H f̃(t

−1
i gti) =

1
|H|
∑
h∈H

∑m
i=1 f̃(t

−1
i gti) =

∑m
i=1 f̃(t

−1
i gti).�

设 φ : G → GL(V ) 是 G 的复表示，H 是 G 的子群，那么 φ 可自然地从 G 限制到 H 上得到限制表

示ResGHφ : H → GL(V ). 如果 h ∈ H，那么还成立等式 χResGHφ(h) = tr(ResGHφ(h)) = tr(φh) = χφ(h) =

ResGHχφ(h). 因此我们有 χResGHφ = ResGHχφ，即特征标的限制仍为特征标. 当然，我们也有诱导表示的概念，它
也满足特征标的诱导仍为特征标 (定义 + 定理 56)，只是构造较为复杂.

定义 + 定理 56 设 H 是 G 的子群且 [G : H] = m，又设 G 有左陪集分解 G =
⊔m
i=1 tiH(不失一般性

设 t1 = 1)，φ : H → GL(Cn)是 H 的复表示，定义 G上的映射 φ̃(x) :=

φ(x) x ∈ H

O x /∈ H
∈ Matn(C)，那么映射
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IndGHφ : G→ GL(Cmn), g 7→
(
φ̃(t−1

i gtj)
)
ij
=


φ̃(t−1

1 gt1) φ̃(t−1
1 gt2) · · · φ̃(t−1

1 gtm)

φ̃(t−1
2 gt1) φ̃(t−1

2 gt2) · · ·
...

...
... . . . φ̃(t−1

m−1gtm)

φ̃(t−1
m gt1) · · · φ̃(t−1

m gtm−1) φ̃(t−1
m gtm)


是 G 的一个 m× n 维复表示 (称为诱导表示)，并且 χIndG

Hφ
= IndGHχφ.

证明思路 利用线性代数的技巧不厌其烦地验证 IndGHφ 是同态即可. 等式 χIndG
Hφ

= IndGHχφ 可由
χIndG

Hφ
(g) = tr

(
IndGHφ(g)

)
=
∑m
i=1 tr

(
φ̃(t−1

i gti)
)
=
∑m
i=1 χ̃φ(t

−1
i gti) = IndGHχφ 给出.�

例 考虑 G 的平凡子群 {1}. 设 χ1 是 {1} 上平凡表示对应的特征标，则 IndG{1}χ1(g) =

|G| g = 1

0 g ̸= 1
. 即

IndG{1}χ1 是 G 正则表示的特征标 (定理 31). 这个例子告诉我们：子群上的不可约特征标诱导到大群之后虽然
还是特征标，但不一定是不可约的. 我们很关心这些诱导的特征标何时不可约，而这正是我们要介绍的 Mackey
的工作 (定理 61). 首先引入定义.

定义 57(无交) 两个复表示 φ 和 ψ 称为无交，如果它们没有重合的不可约成分 (等价意义下).
命题 58 表示 φ 和 ψ 无交当且仅当 χφ 和 χψ 正交.
证明思路 设 φ ∼

⊕s
i=1miφi, ψ ∼

⊕s
i=1 niφi，则 ⟨χφ, χψ⟩ =

∑s
i=1mini，其中 mi, ni 非负.�

定义 59(双陪集) 设 H,K 是 G 的子群，定义 H ×K 在 G 上的作用为 (h, k)(g) := hgk−1. 此时，g ∈ G
在该作用下的轨道 HgK = {hgk : h ∈ H, k ∈ K} 称为是 g 的双陪集. 记 G 所有双陪集作成的集合为 H\G/K.
可以验证，G =

⊔
L∈H\G/K L；当 H 是 G 的正规子群时，特别地我们有 H\G/H = G/H.

定理 60(Mackey) 设 H,K 是 G的子群，S 为 H\G/K 中每个双陪集各贡献一个代表元作成的集合，则
对任意 f ∈ Z(L(K))，等式 ResGH IndGKf(x) =

∑
s∈S IndHH∩sKs−1 RessKs

−1

H∩sKs−1f(s−1xs) 给出了一个从 Z(L(K))

到 Z(L(H)) 的映射 f 7→ ResGH IndGKf .
证明思路 对任意 s ∈ S，设 H 有左陪集分解 H =

⊔
v∈Vs

v(H ∩ sKs−1). 此时 HsK =
⊔
v∈Vs

vsK(见
[12]Chapter1.12，习题 8). 记 Ts := {vs : v ∈ Vs}，我们还可以证明 T :=

⊔
s∈S Ts 是无交并. 综上我们有

G =
⊔
s∈S HsK =

⊔
s∈S

⊔
v∈Vs

vsK =
⊔
s∈S

⊔
t∈Ts

tK =
⊔
t∈T tK，而右边是 K 的陪集 tK, t ∈ T 的无交并. 由

命题 55，结合代换 t = vs，我们有

IndGKf(x) =
∑
t∈T

f̃(t−1xt) =
∑
s∈S

∑
t∈Ts

f̃(t−1xt) =
∑
s∈S

∑
v∈Vs

f̃(s−1v−1xvs) =
∑
s∈S

∑
v∈Vs,v−1xv∈sKs−1

f(s−1v−1xvs)

=
∑
s∈S

∑
v∈Vs,v−1xv∈H∩sKs−1

RessKs
−1

H∩sKs−1f(s−1v−1xvs) =
∑
s∈S

IndHH∩sKs−1 RessKs
−1

H∩sKs−1f(s−1xs).�

定理 61(Mackey 不可约准则) 设 H 是 G的子群，φ : H → GL(Cn)是复表示，则 IndGHφ不可约当且仅
当：(1)φ 不可约；(2) 对任意 s /∈ H，子群 H ∩ sHs−1 上的两个表示 ResHH∩sHs−1φ 和 RessHs

−1

H∩sHs−1φ
(
s−1(�)s

)
是无交的.

证明思路 设 G 有双陪集分解 G =
⊔
s∈S HsH，不失一般性设 1 ∈ S. 对单位元 1 而言，H ∩ sHs−1 =

H,φ(s−1�s) = φ(�)，平凡.由定理 60知 ResGH IndGHχφ = χφ+
∑
s∈S\{1} IndHH∩sHs−1 RessHs

−1

H∩sHs−1χφ(s
−1�s)(此

时 s ̸= 1). 再根据定理 54，我们有

⟨IndGHχφ, IndGHχφ⟩ = ⟨ResGH IndGHχφ, χφ⟩ = ⟨χφ, χφ⟩+
∑

s∈S\{1}

⟨IndHH∩sHs−1 RessHs
−1

H∩sHs−1χφ(s
−1�s), χφ⟩

= ⟨χφ, χφ⟩+
∑

s∈S\{1}

⟨RessHs
−1

H∩sHs−1χφ(s
−1�s),ResHH∩sHs−1χφ⟩.
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不难发现 ⟨IndGHχφ, IndGHχφ⟩ = 1 当且仅当 ⟨χφ, χφ⟩ = 1，并且对所有 s ∈ S \ {1}，有

⟨RessHs
−1

H∩sHs−1χφ(s
−1�s),ResHH∩sHs−1χφ⟩ = 0.

因此根据推论 29，IndGHχφ 不可约当且仅当 φ 不可约并且 (2) 中所列的两个表示对任意 s ∈ S \ {1} 无交 (命题
58). 注意到任意 s /∈ H 均可调整 S 的选取使得 s ∈ S \ {1}，故定理成立.�


