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0、前言

本文非常详细地介绍了 Tate 博士期间工作的来龙去脉，这些工作是数论发展过程中一次里程碑式的飞跃.
可以毫不避讳地说，Tate 的工作直接导致了代数数论、算术几何、调和分析和自守表示理论的交叉和爆发式前
进. 基于此，笔者将尽力在本文中展示这些学科在 Tate 博士论文中的体现.

本文含有很多复杂而又无聊的证明，其中有些命题的证明系笔者牛刀小试，换言之可能有错，请读者仔细

甄别 (勘误的联系方式见页脚). 当然，本文的重点是第 8 节，之前的内容都是铺垫，理论上是可以跳过一些不
要紧的证明的. 为方便阅读，本文的行文框架大致如下，供读者参考：
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感谢邱德荣、唐舜、方江学、康天赐、吴兴楠、周潇翔、邹瑞等人对笔者的支持，也感谢首师大数科院

2021 年春季学期《算术几何》课程上的各位听众. 网站 http://www.lmfdb.org/ 上收集了许多数据，这些数据
会为本文提供大量的例子.
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1、拓扑群

本节主要介绍拓扑群及其上的初等分析，以 Haar 测度的存在唯一性定理为最终目标给出一些必要的内容.
关于拓扑群的大部分命题由于太过基础因而仅陈述结论，略去的证明可在 [1]Chapter1 中找到.

定义 1.1(拓扑群) 群 G 称为是一个拓扑群，如果 G 上配备了一个拓扑结构使得映射 G ×G(积拓扑) →
G, (g, h) 7→ gh 和 G→ G, g 7→ g−1 连续. 可以验证，所有拓扑群关于连续同态作成一个范畴，记作 LCG.

环 R 称为是一个拓扑环，如果 R 上配备了一个拓扑结构使得映射 R × R(积拓扑) → R, (r, s) 7→ r + s、

R → R, r 7→ −r 和 R × R(积拓扑) → R, (r, s) 7→ rs 均连续. 也就是说，拓扑环关于加法是一个拓扑 Abel 群，
关于乘法是一个拓扑半群. 特别地，如果 R 还是一个域，并且要求 R× → R×, r 7→ r−1 也连续，则此时的 R 是

一个拓扑域.
注意 1.2 群上有我们熟知的平移变换，即对任意 g ∈ G，g 诱导左 (右) 平移 G → G, x 7→ gx(x 7→ xg).

在拓扑群的范畴中，显然这些平移变换均是同胚. 我们称这种性质为平移不变性. 同样地，由于有同胚映射
G→ G, x 7→ x−1，故 U ⊆ G 是开集当且仅当 U−1 := {x : x−1 ∈ U} 是开集.

例 (Z/4Z,+) 配备了拓扑
{
∅,Z/4Z, {[0], [2]}, {[1], [3]}

}
之后是一个非平凡且非连通的拓扑群；(R,+) 在

配备了欧氏拓扑之后也是一个拓扑群.
定义 1.2(拓扑预备知识) 邻域：设 X 是拓扑空间，x ∈ U ⊆ X. 如果 x ∈ U◦，则称 U 是 x 的邻域.
对称：设 G 是群. 集合 S ⊆ G 称为是对称的，如果 S = S−1.
分离性：拓扑空间 X 称为是 T1 的，如果任意 x ̸= y ∈ X，存在 x 的开邻域 U 使得 y /∈ U；拓扑空间 X

称为是 T2(或 Hausdorff) 的，如果任意 x ̸= y ∈ X，分别存在 x, y 的开邻域 U, V 使得 U ∩ V = ∅.
局部紧：拓扑空间 X 称为是局部紧的，如果任意 X 中的点均有一个紧的邻域.
命题 1.3 设 G 是拓扑群，则有：

(1) 单位元 i 的任意邻域 U 总包含了一个 i 的邻域 V，满足 V V ⊆ U .
(2) 单位元 i 的任意邻域 U 总包含了一个 i 的对称邻域 V .
(3) 若 H 是 G 的子群，则其闭包 H 也是 G 的子群.
(4)G 的任意开子群也是闭的.
(5) 若 K1,K2 是 G 的紧子集，则 K1K2 亦紧.
受经典分析学的启发，下面考虑拓扑群 G 上的函数及其 (一致) 连续性.
定义 1.4(一致连续性) 设 f : G → R(也可以是 C) 是一个函数，定义 f 关于 h ∈ G 的左 (右) 平移为

Lhf(g) := f(h−1g)
(
或 Rhf(g) := f(gh)

)
. 称 f 是左一致连续的，如果对任意 ϵ > 0，总存在 i 的邻域 Vϵ，使得

对任意 h ∈ Vϵ，均有 supg∈G |Lhf − f | < ϵ. 同样也可以定义右一致连续.
命题 1.5 设 G 是拓扑群，记 Cc(G) 为 G 上所有的紧支撑连续函数作成的集合. 若 f ∈ Cc(G)，则 f 是

左、右一致连续的.
例 考虑拓扑群 (R,+)，定义 1.4 中的左、右一致连续性可以解释为：对任意 ϵ > 0，总存在邻域 (−δ, δ)，

使得对任意 h ∈ (−δ, δ)，均有 supx∈R |f(x ± h) − f(x)| < ϵ 成立. 此即经典微积分中一致连续的定义. 这就是
说，命题 1.5 可以看作是 R 上的微积分中“闭区间上的连续函数一定一致连续”这个事实的推广.

命题 1.6(分离性) 设 G 是拓扑群，则下述断言等价：(1)G 是 T1 的；(2)G 是 T2 的；(3){i} 在 G 中是

闭集；(4)G 中的任何单点集均是闭集.
定义 1.7(商拓扑) 设 H 是拓扑群 G 的子群，ρ : G→ G/H, g 7→ gH，则陪集空间 G/H 上带有一个自然

的商拓扑结构：U 在 G/H 中开当且仅当 ρ−1(U) 在 G 中开，即 G/H 上的拓扑是使 ρ 连续的最细的拓扑. 特
别地，如果 H 是 G 的正规子群，则 G/H 还带有商群结构. 可以验证此时 G/H 是一个拓扑群. 关于商拓扑群
的性质我们有如下描述：

命题 1.8 设 G 是拓扑群，H 是 G 的子群，则有：

(1) 商映射 ρ : G→ G/H, g 7→ gH 是开映射；

(2)G/H 是 T1 的当且仅当 H 是闭集；

(3)G/H 是离散的当且仅当 H 是开集. 此外，若 G 紧，则 H 开当且仅当 G/H 是配备了离散拓扑的有限
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集；

(4){i} 是 G 的正规子群，且商群 G/{i} 在商拓扑下是 T2 的.
命题 1.9 设 G 是 T2 拓扑群，F ⊆ G 是闭集，K ⊆ G 是紧集，则 FK 是闭集. 因此，如果 H 是 G 的紧

子群，则 ρ : G→ G/H 是闭映射.
定义 1.10(局部紧群) 局部紧的 T2 拓扑群称为局部紧群. 根据命题 1.8(2)，局部紧群中的所有单点集均是

闭集.
命题 1.11 设 G 是 T2 拓扑群，若 G 的某个子群 H 在子空间拓扑下局部紧，则 H 是闭的. 特别，G 的

每个离散子群均是闭的.
接下来介绍局部紧群上的测度.
定义 1.12(测度) 设 X 是局部紧 T2 空间，其配备了 Borel 代数 BX 之后成为一个可测空间. 该可测空间

上的一个 Borel 测度是指一个满足可数可加性的映射 µ : BX → R≥0 ⊔ {∞}. 类似地，一个复 Borel 测度就是
指一个满足可数可加性的映射 µ : BX → C ⊔ {∞}.

设 E ∈ BX，µ 是 X 上的某个 Borel 测度. 称 µ 在 E 处外正则，如果 µ(E) = inf{µ(U) :开集U ⊇ E}；称
µ 在 E 处内正则，如果 µ(E) = sup{µ(K) :紧集K ⊆ E}. 所谓 X 上的一个 Radon 测度，是指一个在任意开
集处内正则、在任意 Borel集处外正则，且在紧集处取值有限的 Borel测度.特别的，称一个复 Borel测度 µ是

正则的，如果全变差测度|µ|(E) := sup
{∑∞

i=1 |µ(Ei)| : E =
⊔
Ei, Ei ∈ BX

}
是 Radon 测度 (见 [3]Chapter6).

下面将上述定义搬运到群上. 设 G 是局部紧群，µ 是 G 上的一个 Borel 测度. 称 µ 具有左 (右) 平移不变
性，如果对任意 E ∈ BG，µ(sE) = µ(E)

(
或 µ(Es) = µ(E)

)
对任意 s ∈ G 均成立.

定义 1.13(Haar 测度) 设 G 是局部紧拓扑群，G 上的一个左 (右)Haar 测度是一个满足左 (右) 平移不
变性的非平凡的 Radon 测度. 所谓双不变 Haar 测度就是指同时满足左、右平移不变性的非平凡的 Radon 测
度.

命题 1.14 设 G 是一个局部紧群，其上有一个非平凡的 Radon 测度 µ. 若记 C+c (G) := {f ∈ Cc(G) : ∀s ∈
G, f(s) ≥ 0,且 supx∈G |f(x)| > 0}，则：

(1)µ 是左 Haar 测度当且仅当 µ̃
(
µ̃(E) := µ(E−1)

)
是右 Haar 测度；

(2)µ 是左 Haar 测度当且仅当对任意 f ∈ C+c (G)，对任意 s ∈ G，
∫
G
Lsfdµ =

∫
G
fdµ；

(3) 若 µ 是 G 上的左 Haar 测度，则 µ 在 G 的任何非空开集处取值为正，且对任意 f ∈ C+c (G)，均有∫
G
fdµ > 0；

(4) 若 µ 是 G 上的左 Haar 测度，则 µ(G) <∞ 当且仅当 G 紧.
当然，之前说了这么多，最重要的还是如下定理，这是 Fourier 分析中的一个大定理：
定理 1.15(Haar 测度的存在唯一性) 设 G 是局部紧群，则 G 上带有一个左 (因此右)Haar 测度，并且

这个测度在不区分数乘的意义下唯一.
证明 I、存在性. Step1：引入Haar覆盖数.设 f, φ ∈ C+c (G)，又设 U = {s ∈ G : φ(s) > supx∈G |φ(x)|/2}

是 G 中的开集. 由于 supp(f) 紧，所以 {gU}g∈G 中可取出有限多个：s1U, · · · , snU 覆盖 supp(f). 此时有不等
式 f ≤ 2

∑n
i=1

supx∈G |f(x)|
supx∈G |φ(x)|Lsiφ，这意味着 f 一定可被 {Lsiφ} 的某个线性组合控制. 我们当然关心最优的控

制，这就有了 Haar 覆盖数的概念：f 关于 φ 的 Haar 覆盖数是指 (f : φ) := inf
{∑n

i=1 ci : ci > 0;存在si ∈
G,使f ≤

∑n
i=1 ciLsiφ

}
. 由于 supx∈G |f(x)| > 0，Haar 覆盖数 (f : φ) 一定大于 0.

Step2：Haar覆盖数的相关性质：(1)任意 s ∈ G，(f : φ) = (Lsf : φ)；(2)(f1+f2 : φ) ≤ (f1 : φ)+(f2 : φ)；

(3) 任意 c > 0，(cf : φ) = c(f : φ)；(4)f1 ≤ f2 蕴含 (f1 : φ) ≤ (f2 : φ)；(5)(f : φ) ≥ supx∈G |f(x)|
supx∈G |φ(x)|；

(6)(f1 : φ) ≤ (f1 : f2)(f2 : φ).
Step3：任意取定 f0 ∈ C+c (G)，定义 Iφ(f) :=

(f :φ)
(f0:φ)

.我们要证明，Iφ 近乎是线性的：任给 f1, f2 ∈ C+c (G)，
对于任意 ϵ > 0，存在 i的邻域 V 使得对任意 φ，只要 supp(φ) ⊆ V，就有 Iφ(f1)+Iφ(f2) ≤ Iφ(f1+f2)+ϵ. 证：
由 Urysohn引理，存在 g ∈ C+c (G)，使得 g在 supp(f1+f2)处取值为 1.任意 δ > 0，定义连续函数 h = f1+f2+

δg.显然 hi := fi/h ∈ C+c (G)在 supp(fi)之外为 0(i = 1, 2)，且 h1+h2 ≤ 1.由命题 1.5，hi 一致连续，故存在 i

的邻域 Uδ，使得当 t−1s ∈ Uδ 时，|hi(s)−hi(t)| < δ(i = 1, 2). 因此当 supp(φ) ⊆ Uδ 时，若设 h ≤
∑
j cjLsjφ，

我们有 fi(s) = h(s)hi(s) ≤
∑
j cjφ(s

−1
j s)hi(s) ≤

∑
j cjφ(s

−1
j s)[hi(sj) + δ]⇒ (fi : φ) ≤

∑
j cj [hi(sj) + δ]，其中

s−1
j s ∈ supp(φ) ⊆ Uδ, i = 1, 2.将两式相加，由 h1+h2 ≤ 1知 (f1 : φ)+(f2 : φ) ≤ (1+2δ)

∑
j cj，这里

∑
j cj 可
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任意接近 (h : φ). 再结合 Step2中的结论知 Iφ(f1)+Iφ(f2) ≤ (1+2δ)Iφ(h) ≤ Iφ(f1+f2)+2δ[Iφ(f1+f2)+δIφ(g)].
显然 (f0 : f)−1 ≤ Iφ(f) ≤ (f : f0)，即 Iφ(f) 能被 f, f0 控制，因此上述中括号内的式子可被依赖于 f1, f2 的数

M 控制. 取 δ = ϵ/2M，即得 Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤ Iφ(f1 + f2) + ϵ.
Step4：由 Step3 中定义的 Iφ 的某个合理极限构造 I：存在定义域为 C+c (G) 的函数 I，使得任给 i 的开邻

域 Uj 以及给定任意有限多个 {fi} ⊆ C+c (G)，任意 ϵ > 0，总存在满足 supp(φ) ⊆ Uj 的 φ ∈ C+c (G)，对任意 i均

有 |I(fi)−Iφ(fi)| < ϵ. 证：设 X :=
∏
f∈C+

c (G)[(f0 : f)−1, (f : f0)]，记 KU :=
∪

supp(φ)⊆U
[∏

f∈C+
c (G) Iφ(f)

]
.验

证
∩n
j=1KUj ⊇ K∩n

j=1 Uj
̸= ∅ 知闭集族

{
KU

}
满足有限交性质 (见 [4] 定义 7.1.3)，又由 X 紧知

∩
KU ̸= ∅(见

[4] 定理 7.1.2)，因此必包含了某个 I ∈ X(不必唯一)，I 可看成映射 C+c (G)→ R>0. 此外，I 在 X 中的任意开

邻域与每个 KU 交非空，此即 Step4 中的结论.
Step5：I 是线性的. 证：由 Step4，对 f ∈ C+c (G), c > 0，可以使 I(cf), cI(f)分别充分接近 Iφ(cf), cIφ(f)，

由 Step2(3)，即 I(cf) = cI(f). 又由 Step3，可选取 i 的邻域 Uϵ 使得当 supp(φ) ⊆ Uϵ 时，Iφ(f1) + Iφ(f2) ≤
Iφ(f1 + f2) + ϵ/4. 又由 Step4，总能做到 I(f1), I(f2), I(f1 + f2) 分别充分接近 Iφ(f1), Iφ(f2), Iφ(f1 + f2). 因此
由 ϵ 的任意性，有 I(f1) + I(f2) = I(f1 + f2).

Step6：Step4 中的线性映射 I 诱导 Cc(G) 上的正线性泛函 Ĩ，由 Step2(1) 知该泛函是平移不变的. 应用
Riesz表示定理 ([3]定理 2.14)即可断言左 Haar测度存在. 证：对于 F ∈ Cc(G)，定义 Ĩ(F ) := I(F+)−I(F−).

II、唯一性. 设 µ, ν 是 G 上的两个左 Haar 测度. 我们的目标是证
∫
G
f(x)dµ∫

G
f(x)dν

的值不依赖于 f ∈ C+c (G).
Step7：设 g ∈ C+c (G). 取 i ∈ G 的一个紧邻域 K，由命题 1.3(2)，K 包含了一个 i 的开对称邻域 U0. 显然

U0 ⊆ K 是紧且对称的. 依照命题 1.3(5)，定义紧集 Kg := supp(g) · U0 ∪ U0 · supp(g). 记 γtg := Rtg − Lt−1g.
对任意 t ∈ U0，显然有 supp(γtg) ⊆ Kg. 注意到 γig = 0，因此对任意 ϵ > 0，由命题 1.5，存在 i 的开邻域

Uϵ ⊆ U0，使得对任意 t ∈ Uϵ，|γtg(s)| < ϵ 对任意 s ∈ G 成立. 此时 Uϵ 仍然可以包含一个对称开邻域 U ′
ϵ ∋ i，

使其闭包 U ′
ϵ ( Uϵ 也是紧且对称的. 由 Urysohn 引理，存在连续函数 h̃ : G→ R 在 U ′

ϵ 取 1，在 U cϵ 取 0. 定义
h : G→ R, h(s) := h̃(s) + h̃(s−1) ∈ C+c (G)，它显然满足 h(s) = h(s−1) 并且 supp(h) ⊆ U ′

ϵ ⊆ U0.
Step8：任给 f ∈ C+c (G). 对于 Step7 中的 g, h ∈ C+c (G)，由 Haar 测度的定义，有

∫
G
f(s)dµ

∫
G
h(t)dν =∫∫

G2 f(ts)h(t)dµsdνt；另一方面，由 Step7中函数 h的性质知
∫
G
h(s)dµ

∫
G
f(t)dν =

∫∫
G2 h(t)f(st)dµsdνt，因

此
∣∣ ∫∫

G2 h(t)[f(st)−f(ts)]dµsdνt
∣∣ ≤ ϵµ(Kf )

∫
G
hdν. 两边同除

∫
G
hdν

∫
G
fdν > 0得

∣∣∣ ∫G hdµ∫
G
hdν
−

∫
G
fdµ∫

G
fdν

∣∣∣ ≤ ϵµ(Kf )∫
G
fdν
，

同理
∣∣∣ ∫G hdµ∫

G
hdν
−

∫
G
gdµ∫

G
gdν

∣∣∣ ≤ ϵµ(Kg)∫
G
gdν

. 这等价于是说
∫
G
fdµ∫

G
fdν
的值趋于某个给定的

∫
G
gdµ∫

G
gdν
，从而不依赖于 f .�

例 (R,+) 上的双不变 Haar 测度在不区分数乘的意义下即通常的 Lebesgue 测度 (限制到 BR 上)，满足命
题 1.14(1),(2),(3).

注意 1.16 定理 1.15 的证明本质上非构造性证明. 实际上任给一个局部紧群，并没有好的办法可以直接显
式地写出其上的某个 Haar 测度. 换言之，定理 1.15 长篇大论的证明其实很鸡肋.

为求完整，作为本节的结束我们陈述一下之后会用到多次的 Fubini-Tonelli 定理 (以 2 维为例) 及其注意事
项. 该定理描述了乘积空间上实分析的行为.

定理 1.17(Fubini-Tonelli，[3] 定理 8.8) 设 (X1,M1, µ1), (X2,M2, µ2) 是 σ-有限的测度空间
(
测度空

间 (X,M, µ) 称为是σ-有限的，如果 X 可以被至多可数个测度有限的可测集覆盖住
)
. 记 X1 × X2 上由集合

{A1 ×A2 : Ai ∈Mi, i = 1, 2} 生成的 σ-代数为 M1 ⊗M2. 则：
(1)乘积测度的存在唯一性：可测空间 (X1 ×X2,M1 ⊗M2) 上存在唯一的测度 µ1 × µ2(称为乘积测度)，使

得对任意 Ai ∈Mi, i = 1, 2，(µ1 × µ2)(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2).
(2)重积分和累次积分的关系：若 f 是测度空间 (X1 ×X2,M1 ⊗M2, µ1 × µ2) 上的非负可测函数，则函数

x 7→
∫
X2
f(x, t)dµ2(t) 在 X1 上可测；y 7→

∫
X1
f(t, y)dµ1(t) 在 X2 上可测. 并且还有∫

X1×X2

fd(µ1 × µ2) =

∫
X1

(∫
X2

fdµ2

)
dµ1 =

∫
X2

(∫
X1

fdµ1

)
dµ2.

注意 1.18 定义乘积测度时是需要“σ-有限”这个条件的 (但定义乘积 σ-代数时不需要)，不然连使用
Fubini-Tonelli 定理的机会都不一定会有. 遗憾的是，不是所有的局部紧群配上它的 Haar 测度作为测度空间都
是 σ-有限的. 例如考虑测度空间

(
(R,+),离散拓扑,B,计数测度

)
，显然这里的 R 不可能被至多可数个测度有限

的可测集盖住. 不幸中的万幸是，我们碰到的函数大都支撑集很小 (譬如在某个 σ-紧集外消没. 拓扑空间 X 中

的子集 E 称为是σ- 紧的，如果 E 是可数多个紧集的并. 此时再注意到 Haar 测度在紧集处取值有限即可)，大
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部分情况下是可以使用 Fubini-Tonelli 定理的 (具体见 [11]Chapter2.2). 至于大基数可测拓扑空间的乘积会出现
病态现象 (乘积 σ-代数与积拓扑生成的 σ-代数不一致)，我们有如下命题：

命题 1.19(Nedoma 病态) 设 (X,M)是可测空间，|X| > 2ℵ0，那么集合 ∆ := {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X×X
不会落在 σ- 代数 M⊗M 之中. 特别地，如果 X 是 T2 空间，那么 ∆ /∈M⊗M 是积拓扑中的一个闭集.

2、Profinite 群

作为拓扑群的例子，本节介绍 Profinite 群，为之后给出 Adele 和 Idele 的定义作铺垫. 所谓 Profinite 群，
就是指 Projective limits of finite groups. 为了引入 Profinite 群，我们首先要介绍反向极限 (inverse limit).

定义 2.1(反向极限) 设 I 是定向集
(
即 (I,≤) 中的 ≤ 满足自反性和传递性，且 I 的任何有限子集均有一

个上界
)
，(Gi∈I , φij) 是集范畴 Sets中关于 I 的一个反向系统 (见 [5]Chapter5.2). 定义该反向系统的反向极限

为 lim←−Gi :=
{
(gi) ∈

∏
iGi : i ≤ j ⇒ φij(gj) = gi

}
. 实际上，反向极限是由如下泛性质给出的：

lim←−Gi

�� ((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q ∀G∃1oo_ _ _ _ _ _ _

��vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm
m ∈ obj(Sets)

Gi Gj
i≤j
φij

oo

不难发现如果这里的 Gi 均非空，那么 lim←−Gi 一定不是空集 (因为没有箭头指向空集，所以上图中的虚箭头不
会存在). 正是因为有泛性质的存在，我们可以十分轻松地将反向极限的定义推广到任何范畴上，例如群范畴、
拓扑空间范畴等. 在群范畴上任何反向极限的单位元均形如 (· · · , i, i, · · · )；而在拓扑空间范畴上某个反向系统
(Xi, fij) 的反向极限上的拓扑被定义为 (

∏
iXi,积拓扑) 的子空间拓扑 lim←−Xi ↩→

∏
Xi. 由上述描述，容易知道

由拓扑群构成的反向系统的反向极限仍是一个拓扑群.
例 容易发现有典范投射 pj : lim←−Gi → Gj，它取出 (gi) ∈ lim←−Gi ⊆

∏
Gi 中的第 j 个分量 gj . 这个投射不

一定是满的：设有群的反向系统 (Gi≥1, φij)，其中 G1 = Z, Gi = {i}(∀i ≥ 2), φij = 0. 容易计算 lim←−Gi = {i}，
此时 p1 不是满射.

以下列出一个之后我们会常常用到的事实：

命题 2.2 设 I 定向集，(Gi, φij) 是有限集构成的反向系统，则任意 i ∈ I，pi(lim←−Gi) =
∩
i≤j φij(Gj).(直

接验证两者互相包含即可)
定义 2.3(Profinite 群) 考虑由有限群构成的反向系统，每个有限群配备了离散拓扑之后变成一个拓扑

群的反向系统，指定其反向极限上的拓扑为积拓扑的子空间拓扑，俗称 Profinite 拓扑. 此时反向极限也是一
个拓扑群. 如果一个拓扑群同构于某个由有限群 (配备离散拓扑) 构成的反向系统的反向极限 (配备 Profinite 拓
扑)，则称该拓扑群为一个 Profinite 群.

下述命题列出了一些关于 Profinite 群的基本性质.
命题 2.4 设 G 是 Profinite 群，由反向系统 (Gi, φij) 给出，那么：(1)G 在 Profinite 拓扑下是 T2 的；

(2)G 是
∏
Gi 在积拓扑下的闭集；(3)G 紧 (因此是局部紧群).

证明 (1)注意到 T2 空间的乘积空间、子空间也是 T2 空间即可；(2)容易发现 Gc =
∪
i

∪
j≥i p

−1
j (Gj)，而

p−1
j (Gj) =

{
(gk) ∈

∏
Gk : φij(gj) = gi

}
显然是开集；(3) 由 Tychonoff 定理知

∏
Gi 紧，依此由 (2) 知 G 紧.�

例 (1)
((

Z/nZ,离散拓扑, 下同
)
n≥1

, φmn : Z/nZ → Z/mZ, [k]n 7→ [k]m(m|n)
)
是一个拓扑环的反向系

统，其反向极限记作 lim←−Z/nZ := Ẑ，这仍是一个拓扑环. 类似地，
(
(Z/nZ)×n≥1, φmn同上

)
是一个拓扑群的反

向系统，其反向极限记作 lim←−(Z/nZ)
× := Ẑ

×
. 这是一个 Profinite 群，且它就是 Ẑ 中所有乘法单位作成的群.

(2)设 p素数，则
(
(Z/pm Z)m≥1, φmn同上

)
是一个拓扑环的反向系统，其反向极限记作 lim←−Z/pm Z := Zp，

这是一个拓扑环，称为 p- 进整数环. 类似地，
(
(Z/pm Z)×m≥1, φmn同上

)
是一个拓扑群的反向系统，其反向极

限记作 lim←−(Z/p
m Z)× := Z×

p . 这是 Profinite 群，且它就是 Zp 中所有乘法单位作成的群，称为 p-进单位群.
此外，由中国剩余定理

(
设 R 是交换幺环，理想 I1, · · · , In 两两互素，则 R

/
(
∩n
i=1 Ii)

∼=
∏n
i=1(R/Ii)

)
知若

N = pt11 · · · ptnn ，则 Z/N Z ∼=
∏
i Z/p

ti
i Z. 故 Ẑ = lim←−N Z/N Z ∼= lim←−(

∏
i Z/p

ti
i Z) ∼=

∏
pi

lim←−ti Z/p
ti
i Z ∼=

∏
p Zp.

定义 2.5(完全不连通) 记拓扑群 G 中 i 所在的连通分支为 G⊙. 一个拓扑空间 X 称为完全不连通的，如
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果对任意 x ∈ X，{x} 均是 x 的连通分支. 显然，拓扑群 G 完全不连通当且仅当 G⊙ = {i}.
命题 2.6 G⊙ ▹ G. 因此 G/G⊙ 是完全不连通的.
证明 设 x ∈ G⊙，由于平移变换是同胚，故 x−1G⊙ 连通且 i ∈ x−1G⊙. 因此 x−1G⊙ ⊆ G⊙，所以

x−1y ∈ G⊙. 正规性验证定义即可. 至于后半部分，若 a /∈ G⊙，则 a 与 i 不连通，因此 aG⊙ /∈ (G/G⊙)⊙.�
命题 2.7 设 G 是拓扑群，则 G 是 Profinite 群当且仅当 G 紧且完全不连通.
证明 必要性. 由命题 2.4(3)，仅需证 G 完全不连通，即 G⊙ = {i}. 任取 G 的开子群 U，U ∩ G⊙ 自

然是子空间 G⊙ 中的非空开集. 考虑另一开集 V :=
∪
x∈G⊙\U x(U ∩ G⊙) ⊆ G⊙，显然 U ∩ V = ∅，故

G⊙ = (U ∩G⊙)⊔ V . 由于 G⊙ 连通，因此只能有 V = ∅ 而 U ∩G⊙ = G⊙，这意味着 G⊙ ⊆ U . 根据 U 的任意

性，G⊙ ⊆
∩
U是G的开子群 U . 任取 (i) ̸= (yi) ∈ G := lim←−Gi，一定存在某个 i0 使 yi0 ̸= i. 考虑开集 U0 := p−1

i0
(i)，

它是同态 pi0 的核，因此是 G 的开子群. 但是 (yi) /∈ U0，这蕴含 (yi) /∈ G⊙，故 G⊙ = {i}.
充分性. 分如下几步证明.Step1：令 N 为 G 的所有开正规子群作成的集合，规定 M ≤ N ⇔ N ⊆ M 之

后诱导有限离散拓扑群 (命题 1.8.3) 的反向系统
(
(G/N)N∈N , φMN : G/N � G/M,xN 7→ xM

)
. 由泛性质知

存在连续同态 α : G → lim←−N∈N G/N := G′ 使得 pN ◦ α = αN : G � G/N, x 7→ xN，下证该同态 α 还是满

的. 证：先证明 G′ 的任何开集均与 Im(α) 有交. 注意到 G′ 中的任何开集均形如
∪(∩<∞

p−1
N (SN )

)
，其中

SN ( G/N 是开集 (G/N 离散). 而开集 U :=
∩<∞

p−1
N (SN ) 中的元素形如 (xN )N∈N，其中至多只有有限多个

xN ∈ SN ⊆ G/N，不妨设对应的 N 为 N1, · · · , Nr. 令 M =
∩r
j=1Ni，我们有 pM ((xN )) = xM ∈ G/M，而

xM 确定了这些 xNj≤M . 由于 αM 满，存在 t ∈ G 使得 αM (t) = pM ◦ α(t) = xM . 当然对任意 j = 1, · · · , r，
αNj (t) = xNj . 因此若 (xN ) ∈ U，则 α(t) ∈ U，即 U ∩ Im(α) ̸= ∅(即 Im(α) 在 G′ 中稠密). 此时，由于 G 紧

且 G′ 是 T2 的，Im(α) 是 G′ 中的闭集 (紧 T2 空间中紧 ⇔ 闭). 依据上面证明的稠密性，自然有 Im(α) = G′.
Step2：设X 是紧 T2空间.任意 p ∈ X，记 Up := {K : K是p的紧开邻域} ̸= ∅. 定义 Y :=

∩
K∈Up

K ⊆ X，
则 Y 连通. 证：设 Y = Y1 ⊔ Y2 为两个闭集的并，下证它们必有一个是空集. 由于 X 是紧 T2 空间，存在无交

的开集 U1 ⊇ Y1, U2 ⊇ Y2. 记闭集 Z = X \ (U1 ∪ U2)，这还是一个紧集. 由 Y ⊆ U1 ∪ U2 知 Z ⊆ Y c. 此时开覆
盖 Z ⊆

∪
K∈Up

Kc 有子覆盖：Z ⊆
∪r
j=1K

c
j =

(∩r
j=1Kj

)c
:=W c 使得 Z ∩W = ∅. 易见 W 是 p 的紧开邻域，

故 W ∈ Up. 注意到 W = (W ∩ U1) ⊔ (W ∩ U2)，这里 W ∩ Ui 均是 X 的紧开子集，且 p 只能属于其一 (不妨
p ∈W ∩ U1)，因此 W ∩ U1 ∈ Up 且 Y2 ⊆ Y ⊆W ∩ U1. 又因为 Y2 ∩ U1 = ∅，这蕴含 Y2 = ∅，故 Y 连通.

Step3：设 G紧且完全不连通，则 i的任何开邻域 U 均包含了一个开正规子群. 证：易见 G是 T2的 (因为
任意 {x, y} 在子空间拓扑下不连通). 取 Step2 中 p = i，有 Y =

∩
K∈Ui

K 连通. 但 G 完全不连通，故 Y = {i}.
对任何开邻域 U ∋ i，G \U 闭且紧，因此存在 K1, · · · ,Kr ∈ Ui 使 G \U ⊆

∪r
j=1K

c
j =

(∩r
j=1Kj

)c
:=W c. 显

然 W ⊆ U 且 W ∈ Ui. 考虑由群乘法自然限制得到的连续映射 φ : W ×W → G. 显然对任意 w ∈ W，存在开
邻域 w ∈ Uw 以及对称开邻域 i ∈ Vw(命题 1.3.2) 使 Uw × Vw ⊆ φ−1(W ). 由于 W 紧，开覆盖 W ⊆

∪
w∈W Uw

存在有限子覆盖 W ⊆
∪r
j=1 Uj . 不妨记与 Uj 对应的 Vw 为 Vj，定义 i 的开邻域 V :=

∩r
j=1 Vj ⊆ W，显然

WV ⊆ W，并且归纳可得 WV n ⊆ W (n ≥ 0). 特别地，V n ⊆ W (n ≥ 0). 根据 V 及 Vj 的对称性，定义开子

群 O :=
∪∞
n=1 V

n ⊆ W . 由于商集 G/O 配备的是紧且离散的拓扑 (命题 1.8.3)，故 G/O 只能是有限集，即

[G : O] <∞，这意味着 O 在 G 中只能有有限多个共轭类 xjOx
−1
j (j = 1, · · · , s). 定义 N :=

∩s
j=1 xjOx

−1
j ，易

证它是 G 的开正规子群，并且 N ⊆ O ⊆W ⊆ U .
Step4：根据 Step1，由于从紧空间打到 T2空间的连续双射还是同胚，故只要验证 Step1中的 ker(α) = {i}

即可. 证：显然 ker(α) =
∩
N∈N N，由 Step3，ker(α) 在 i 的任何一个开邻域当中. 又因为 G 是 T2 的，故只

能有 ker(α) ⊆ {i}.�
推论 2.8 设 G 是 Profinite 群，H 是 G 的子群，则下述说法等价：(1)H 闭 (紧)、(2)H 是 Profinite 群、

(3)H 是一族开子群的交.
证明 注意到 G 是 T2 的，因此容易验证 (1) ⇔ (2). 由命题 1.3(4) 立得 (3) ⇒ (1)，故仅剩 (1) ⇒ (3).

令 N 如命题 2.7 的证明 Step1 中所示. 设 N ∈ N，由 N 正规知 NH =
∪
h∈H Nh 是 G 的开子群，所以有

[G : NH] < [G : N ] < ∞. 显然 H ⊆
∩
N∈N NH，问题是“⊇”. 设 x 落在所有 NH 中，U 是 x 的任给邻域，

则 Ux−1 是 i 的邻域. 利用命题 2.7 的 Step3，存在 N0 ∈ N 使 N0 ⊆ Ux−1. 此时 x ∈ N0H ∩N0x，故存在某个

h ∈ H 使陪集 N0x = N0h，这蕴含 h ∈ N0x ⊆ U . 由于 U 是任意的，故 x 的任何邻域与 H 有交，即 x ∈ H.
根据 (1)，H 是闭的，因此 x ∈ H.�
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3、线性算子的谱

本节还是介绍预备知识，主要引入一些泛函分析中常用的概念. 我们的目标是证明谱定理 (定理 3.26)，并
给出一些有趣的应用.

定义 3.1 设 A,B 是 Banach 空间，一个线性映射 T : A → B 称为是有界算子，如果存在实数 c 使

∥Ta∥ ≤ c∥a∥ 对任意 a ∈ A 成立 (我们知道 T 是有界算子当且仅当 T 是连续算子). 记 Hom(A,B) 为所有从 A

到 B 的有界算子作成的集合
(
特别地，Hom(A,A) := End(A)

)
，对任意 T ∈ Hom(A,B)，使上面不等式成立的

最小的 c 称为算子 T 的范数，记作 ∥T∥. 由泛函分析的常识，Hom(A,B) 在该范数下作成一个 Banach 空间.
一个 Banach 代数是指一个兼容 C-Banach 空间结构的 C- 代数，并且对任意 a, b 均有 ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥. 我

们规定在本节中如无特别声明，所涉及的 Banach 代数均是酉的 (即它有乘法幺元). 例如，对于 Banach 空间 A

而言，End(A) 就是一个 Banach 代数.
命题 3.2(规范化) Banach 代数 (A, ∥ · ∥) 上总存在一个新的与 ∥ · ∥ 等价的范数 ∥ · ∥′，使得对于乘法幺元

1A 而言，∥1A∥′ = 1. 因此对于一个 Banach 代数 A 我们总可以规定 ∥1A∥ = 1.
证明 定义 ∥a∥′ := supb∈A

∥ab∥
∥b∥ = ∥Ta∥，其中 Ta : A→ A, x 7→ ax 是有界算子. 由于有界算子满足不等式

∥T1T2∥ ≤ ∥T1∥∥T2∥，故 A在新范数下仍是 Banach代数.验证不等式 1
∥1A∥∥a∥ ≤ ∥a∥

′ ≤ ∥a∥知新旧范数等价.�
引理 3.3 设 A 是 Banach 代数，a ∈ A 且 ∥a∥ < 1. 此时 1A − a 可逆：(1A − a)−1 =

∑∞
j=0 a

j(收敛). 若
以 A× 记 A 中所有乘法单位作成的群，那么 A× 是 A 的开子集，并且映射 A× → A×, a 7→ a−1 是同胚.

证明 设 a ∈ A×.取 b ∈ A满足 ∥a−b∥ < ∥a−1∥−1，则 ∥a−1(a−b)∥ < 1，因此 a(1A−a−1(a−b)) = b ∈ A×.
这意味着 A× 是开集.�

接下来我们要“推广”线性代数中特征值的概念.
定义 3.4(谱) 设 A是 Banach代数，a ∈ A.元素 a的谱是指集合 spec(a) := {λ ∈ C : λ ·1A−a /∈ A×}

(
可

以将 spec(a) 看成是特征值的某种“推广”，但是要注意，spec(a) 中的元素并不一定都是通常意义下的特征值，
这是因为不可逆的元素或算子并不一定总会杀掉某个非零元，从而给定 λ ∈ spec(a) 不一定会存在属于 λ 的

“特征向量”. 例如将无穷维空间的坐标后移一位这个不可逆线性操作就不会将某个非零元变成零. 此现象导致
寻找真正特征值的过程将比经典线性代数中的操作更加繁琐，例如命题 3.29 的证明会显得较为复杂

)
. 定理 3.7

断言 spec(a) 不会是空集. 为此我们还可以定义元素 a 的谱半径为实数 r(a) := sup{|λ| : λ ∈ spec(a)}. 此外，元
素 a 的预解集定义为 spec(a) 在 C 中的补集. 所以，λ 落在 a 的预解集当中意味着 (λ · 1A − a)−1 存在.

命题 3.5 设 A 是 Banach 代数，f(x) ∈ C[x]. 任取 a ∈ A，如果 λ ∈ spec(a)，那么 f(λ) ∈ spec(f(a)).
(
这

在线性代数中就相当于：若 λ 是矩阵 A 的特征值，根据 Jordan 标准型立知 f(λ) 是 f(A) 的特征值. 事实上这
个结论可以推广为：如果 f(z) 在 C 上全纯，则 λ ∈ spec(a) 可以推出 f(λ) ∈ spec(f(a)). 此外，我们还有更精
确的谱映射定理 ([6] 定理 5.52)：设 A 是 Banach 代数，a ∈ A，f 为某个包含了 spec(a) 的邻域上的全纯函数，
则 spec(f(a)) = f(spec(a)).

)
证明 仅证最简单的情况.设 f(x) =

∑n
j=0 fjx

j，那么 f(λ)·1A−f(a) =
∑n
j=1 fj(λ

j ·1A−aj) = (λ·1A−a)b
可逆蕴含 λ · 1A − a 可逆，这与 λ ∈ spec(a) 矛盾.�

引理 3.6 设 A 是 Banach 代数，a ∈ A，则 r(a) ≤ infn ∥an∥
1
n .

证明 由引理 3.3，∥λ−1a∥ < 1(即 ∥a∥ < |λ|) 意味着 λ · 1A − a 可逆 (λ ̸= 0)，故 spec(a) ⊆ D∥a∥ := {z ∈
C : |z| ≤ ∥a∥}. 根据命题 3.5 知 λ ∈ spec(a) 蕴含 λn ∈ spec(an) ⊆ D∥an∥，因此 |λ|n ≤ ∥an∥.�

现在可以给出下述定理，它完全回答了如何计算谱半径的问题.
定理 3.7 设 A 是 Banach 代数，a ∈ A，则 spec(a) ⊆ C 是非空紧集，并且 ∥an∥ 1

n 收敛于 r(a).
证明 Step1：spec(a)紧. 证：考虑连续映射 f : C→ A, λ 7→ (λ · 1A−a)，开集 A× ⊆ A的原像 spec(a)c

仍是开集，故 spec(a) 是闭的，并且有界 (引理 3.6)，因此紧.
Step2：spec(a) 非空. 证：任取 φ ∈ A∗ := Hom(A,C). 定义亚纯函数 fφ : spec(a)c → C, λ 7→ φ

(
(λ · 1A −
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a)−1
)
，则当 x→ 0 时，由引理 3.3，在每个 λ 处有局部 Laurent 展开 (以 λ 为中心)

fφ(λ− x) = φ

((
(λ · 1A − a)

(
1A − x(λ · 1A − a)−1

))−1
)

=
∞∑
n=0

φ
(
(λ · 1A − a)−n−1

)
xn,

这意味着 fφ 在 λ 附近全纯. 同理，若 |λ| > ∥a∥，有 fφ(λ) = φ
(
λ−1(1A − aλ−1)−1

)
=
∑∞
n=0 φ(a

n)λ−n−1(以
0 为中心)，这意味着 |fφ(λ)| ≤

∑∞
n=0 ∥φ∥ · ∥a∥n · |λ|−n−1 = ∥φ∥

|λ|−∥a∥ . 此时若假设 spec(a) = ∅，则对任意 φ，

fφ : C → C 是一个全纯函数，而且由上面的估计它在 C 上有界并在无穷远处趋于 0，根据 Liouville 定理
fφ ≡ 0，即 φ

(
(λ · 1A − a)−1

)
≡ 0. 由于这里 φ ∈ A∗ 是任意的，根据 Hahn-Banach 定理

(
任意 0 ̸= x0 ∈ A，总

存在 φ ∈ A∗ 使 ∥φ∥ = 1 且 φ(x0) = ∥x0∥
)
，(λ · 1A − a)−1 = 0，矛盾.

Step3：引理 3.6 已证得 r(a) ≤ lim inf
n→∞

∥an∥ 1
n，剩下只需证：对任意 ϵ > 0，lim sup

n→∞
∥an∥ 1

n ≤ r(a) + ϵ. 证：

当 |λ| > r(a) 时，由于 (λ · 1A − a)−1 存在且关于 λ 连续，若取逆时针围道 Cϵ := {λ ∈ C : |λ| = r(a) + ϵ}，
则 Mϵ := max

λ∈Cϵ

∥(λ · 1A − a)−1∥ < ∞. 由 Step2，有展开式 fφ(λ) =
∑∞
n=0 φ(a

n)λ−n−1. 根据 Laurent 定理，

φ(an) = 1
2πi

∮
Cϵ
φ
(
(λ · 1A − a)−1

)
λndλ，于是对任意 φ ∈ A∗，|φ(an)| ≤ ∥φ∥Mϵ(r(a) + ϵ)n+1，根据 [6] 推论

3.5
(
∥x0∥ = sup

φ∈A∗,∥φ∥=1

|φ(x0)|
)
有 ∥an∥ ≤Mϵ(r(a) + ϵ)n+1，开 n 次根并取上极限有 lim sup

n→∞
∥an∥ 1

n ≤ r(a) + ϵ.�

下面是泛函分析中一个比较著名的结论，它断言可除的 Banach 代数只有一个：
推论 3.8(Gelfand-Mazur) 可除的 Banach 代数 A 必定等距 C-代数同构于 C.
证明 对任意 a ∈ A，总存在唯一 λa ∈ spec(a)使 λa ·1A−a不可逆，即 λa ·1A = a.定义 A→ C, a 7→ λa，

验证这是等距同构 (因此是同胚)、C-代数同构即可.�
定义 3.9(商代数) 设 A 是 Banach 代数，J 既是 A 的 (双边，下同) 理想，又是 A 的线性子空间.商代

数A/J 是指由所有陪集 {a+ J : a ∈ A} 按自然的运算 (即代表元的运算) 作成的代数. 定义 A/J 上的半范数为

∥a+ J∥ := infx∈J ∥a± x∥(读者自行验证). 如果还能做到 ∥a+ J∥ = 0⇒ a ∈ J，这个半范数便能成为一个范数.
命题 3.10 若要求理想 J 在 A 中闭，则上面定义的半范数是范数，且 A/J 在这个范数下是 Banach 代

数. 此时典范同态 A→ A/J, a 7→ a+ J 是连续映射. 该命题的证明方法无非是逐条验证定义.
定义 3.11(特征) 交换 Banach代数 A上的一个特征是指一个保持乘法幺元的非零 C-代数同态 A→ C(这

一定是满的). 以 Â 记 A 的所有特征作成的集合 (注意，这只是一个集合，其上没有运算).
命题 3.12 设 A 是交换 Banach 代数，则：
(1)A 的每个极大理想一定是闭的.
(2) 有 1-1 对应 Â←→ {A的所有极大理想}, γ ←→ ker(γ).
(3)Â 中每个元素均是连续的.
(4) 对任意 a ∈ A，spec(a) = {γ(a) : γ ∈ Â}. 利用这个等式，可以将谱的概念用特征转述，从而便于推广

到无幺元的交换 Banach 代数上去 (见 [9] 定理 C.20).
证明 (1) 设 J 是 A 的极大理想，下证 J ⊇ J 仍是一个非平凡理想. 根据命题 1.3(3)，(J,+) 自然是 A 的

加法子群；并且对任意 a ∈ A, x ∈ J，存在 {xn} ⊆ J 以 x 为极限，使得 {axn} ⊆ J 以 ax 为极限 (这里要用到
J 是理想且映射 A→ A, x 7→ ax 连续). 因此 J 是理想. 倘若 1A ∈ J，则 1A 的任何邻域与 J 交非空. 由于 A×

开，故存在邻域 1A ∈ U ⊆ A× 使 U ∩ J ̸= ∅，这意味着 J 中有单位，矛盾. 因此 J 非平凡.
(2) 设 J 是极大理想，则有交换图

A
q // //

γ ## ##F
FFF

FFF
A/J

θ,∼=(推论 3.8)zztt
tt
tt

C
这里 γ 是一个特征，反之亦然. 注意到 γ = θ ◦ q 连续，故 (3) 也由上述交换图得到.

(4)λ ∈ spec(a) 当且仅当 x = λ · 1A − a 不可逆，当且仅当 x 落在某个极大理想 J 中，当且仅当 x 落在某

个 γ 的核中，当且仅当存在某个 γ 使 γ(a) = λ.�
现赋予 Â 拓扑结构.
定义 3.13(Gelfand 拓扑) 任取 a ∈ A，它诱导 C- 线性映射 â : A∗ → C, φ 7→ φ(a). 定义 A∗ 上的 w∗-拓

扑 (weak-star topology) 为使所有 â 都连续的最粗的拓扑. 容易验证 A∗ 在这个拓扑下是一个 T2 的局部凸拓扑

线性空间 (见定义 4.1). 可以按子空间拓扑赋予集合 Â ⊆ A∗ 拓扑结构，称之为 Â 上的 Gelfand 拓扑.
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引理 3.14 Â 落在 A∗ 的闭单位球 D1 中. 此外，Â 配备了 Gelfand 拓扑之后是一个紧 T2 空间.
证明 对任意 γ ∈ Â，任意 a ∈ A，由命题 3.12(4) 得 γ(a) ∈ spec(a) ⊆ D∥a∥，因此 |γ(a)| ≤ ∥a∥. 故

∥γ∥ = supa
|γ(a)|
∥a∥ ≤ 1. 关于 Â 的 Gelfand 拓扑，T2 是显然的，下证 Â 紧. 由 Banach-Alaoglu 定理 ([6] 定理

5.41) 知 A∗ 中的闭单位球是紧的，故只要证明其子集 Â 闭即可，而这直接由定义 3.11 得到.�
定义 3.15(Gelfand 变换) 任取 a ∈ A 及 γ ∈ Â，将定义 3.13 中的 â 限制到 Â 上 (仍记作 â)，按之前

的构造，Â 配备了 Gelfand 拓扑之后所有的 â 都是连续的. 记 C(Â) 为 Â 上所有连续复值函数按通常加法和

逐点相乘作成的 C-代数，定义 C(Â) 上的范数为所谓的无穷范数 ∥f∥∞ := supx∈Â |f(x)|. 这时候我们有映射
Γ : A→ C(Â), a 7→

[
â : Â→ C, γ 7→ γ(a)

]
，称之为 Gelfand 变换.

命题 3.16 以下列出一些关于 Gelfand 变换的事实. 设 A 是交换 Banach 代数，则：
(1) 验证定义知 Gelfand 变换 Γ 是一个 C-代数同态 (因此是线性算子).
(2) 对任意 a ∈ A，利用命题 3.12(4) 有 â(Â) = spec(a)，且 ∥Γ(a)∥∞ = ∥â∥∞ = sup{|γ(a)| : γ ∈ Â} =

r(a) ≤ ∥a∥. 因此 Gelfand 变换 Γ 在两边范数诱导的拓扑下是连续的.
(3)ker(Γ) = Jac(A)，这里 Jac(A) 指环 A 的 Jacobson 根. 此外，利用上述 (2) 还可以得到 ker(Γ) = {a ∈

A : r(a) = 0}. 作为一个推论，Γ 是单射当且仅当 A 半单 (即 Jacobson 根平凡).
证明 仅证 (3)，其余显然. 根据命题 3.12，Γ(a) = 0 当且仅当对任意 γ 均有 a ∈ ker(γ)，当且仅当 a 落

在所有极大理想当中.�
定义 3.17(Hermit 形式、Hilbert 空间) 设 H 是一个 C- 线性空间，H 上的一个正定 Hermit 形式是

一个映射 H ×H → C, (v, w) 7→ ⟨v|w⟩，它满足：(1) 正定性：对任意 u ∈ H，⟨u|u⟩ ∈ R≥0，且 ⟨u|u⟩ = 0 当且

仅当 u = 0；(2) 共轭对称性：对任意 u, v ∈ H，⟨u|v⟩ = ⟨v|u⟩；(3) 关于第一个变量线性 (或关于第二个变量共
轭线性)：对任意 u, v, w ∈ H 及 λ, µ ∈ C，⟨λu + µv|w⟩ = λ⟨u|w⟩ + µ⟨v|w⟩. 此外，由条件 (1)，⟨·|·⟩ 还诱导了
H 上的范数 ∥u∥ :=

√
⟨u|u⟩. 为此，如果一个配备了正定 Hermit 形式的 C-线性空间 H 在这个范数下完备，则

称 H 是一个 Hilbert 空间.
命题 3.18(伴随算子的存在唯一性) 设 H 是一个 Hilbert 空间. 容易验证 End(H) 是一个 Banach 代数，

并且对任意 T ∈ End(H)，总存在唯一的 T ∗ ∈ End(H)(称其为 T 的伴随算子)，使得 ⟨Tx|y⟩ = ⟨x|T ∗y⟩ 对任意
x, y ∈ H 均成立 (证明见 [6] 定理 2.12). 此外，这个伴随算子还满足如下性质：

(1) 对任意 T ∈ End(H)，T ∗∗ = T . 这是因为 ⟨Tx|y⟩ = ⟨x|T ∗y⟩ = ⟨T ∗y|x⟩ = ⟨y|T ∗∗x⟩ = ⟨T ∗∗x|y⟩.
(2) 对任意 T1, T2 ∈ End(H) 及 λ1, λ2 ∈ C，(λ1T1 + λ2T2)

∗ = λ1T
∗
1 + λ2T

∗
2；(T1T2)

∗ = T ∗
2 T

∗
1 .

(3) 对任意 T ∈ End(H)，∥T∥ = ∥T ∗∥，∥TT ∗∥ = ∥T∥2 = ∥T ∗∥2.
证明 仅证 (3). 利用 Cauchy 不等式有 ∥T (x)∥2 = ⟨T (x)|T (x)⟩ = ⟨x|T ∗Tx⟩ ≤ ∥T ∗T∥∥x∥2，这意味着

∥T∥2 ≤ ∥T ∗T∥ ≤ ∥T ∗∥∥T∥，即 ∥T∥ ≤ ∥T ∗∥. 同理 ∥T ∗∥ ≤ ∥T∥.�
例 设 A ∈ Mat(n,C). 定义 Cn 上的正定 Hermit 形式为 ⟨u|v⟩ := uT v. 此时，矩阵 A 可以自然地给出 Cn

上的线性变换，它满足 ⟨Au|v⟩ = (Au)T v = uTAT v = ⟨u|AT v⟩. 因此 A 的伴随算子就是 A∗ = AT .
定义 3.19(自伴算子、正规算子) 设 H 是 Hilbert 空间. 称 T ∈ End(H) 是正规算子，如果 T ∗T = TT ∗；

称 T 是自伴算子，如果 T = T ∗；称 T 是酉算子，如果 T−1 = T ∗. 显然，自伴算子和酉算子一定是正规算子，
反之不然. 此外，正规算子 T 还满足对任意 x ∈ H，∥T (x)∥ = ∥T ∗(x)∥. 特别地，一个自伴算子 T 称为是正算

子，如果对任意 x ∈ H，⟨T (x)|x⟩ ≥ 0. 例如，对任意 T ∈ End(H)，算子 TT ∗ 均是正算子.
命题 3.20 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H) 是一个正规算子，则 r(T ) = ∥T∥.
证明 由命题 3.18(3) 知 ∥T∥2n = ∥TT ∗∥2n−1

= ∥T 2n(T ∗)2
n∥ 1

2 = ∥T 2n(T 2n)∗∥ 1
2 = ∥T 2n∥，故 ∥T 2n∥2−n

=

∥T∥. 再利用定理 3.7 计算即可.�
引理 3.21 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H)，则 T 可逆当且仅当 T ∗ 可逆. 此外，λ ∈ spec(T ) 当且仅

当 λ ∈ spec(T ∗)，当且仅当 λ−1 ∈ spec(T−1)(如果 λ ̸= 0、T 可逆的话).
证明 第一步：λ·1H−T 可逆当且仅当 λ·1H−T ∗ 可逆.第二步：λ−1(λ·1H−T )T−1 = −(λ−1 ·1H−T−1).�
命题 3.22 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H). 若 T 是酉算子，则 spec(T ) ⊆ D1 = S1(在线性代数中对

应的结论：正交矩阵的特征值一定取于 ±1)；若 T 是自伴算子，则 spec(T ) ⊆ R、⟨T (x)|x⟩ ∈ R(∀x ∈ H)(在线
性代数中对应的结论：实对称矩阵的特征值一定是实数).

更确切地，下述说法互相等价：(1)T 自伴；(2)T 正规且 spec(T ) ⊆ R；(3) 对任意 x ∈ H，⟨T (x)|x⟩ ∈ R.
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证明 设 T 是酉算子，则 TT ∗ = 1H，即 ∥T∥ =
√
∥TT ∗∥ = 1. 根据命题 3.20，r(T ) = 1. 由引理 3.21 知

λ ∈ spec(T ) 当且仅当 λ
−1 ∈ spec((T ∗)−1) = spec(T )，因此 |λ| ≤ 1, |λ−1| ≤ 1，故只能有 |λ| = 1. 设 T 是自伴

算子，考虑收敛级数 eiT =
∑∞
n=0

(iT )n

n! ，由命题 3.18 知 (eiT )∗ =
∑∞
n=0

(−iT )n

n! = e−iT，故 eiT 是酉算子. 利用
命题 3.5，任意 λ ∈ spec(T ) 均有 eiλ ∈ spec(eiT ) ⊆ S1，因此 |eiλ| = 1，即 Re(iλ) = 0，故只能有 λ ∈ R.

接下来证明说法等价.(1)⇒ (2) 已证，(2)⇒ (1) 则要用到谱定理 (定理 3.26)：T ∗ = Γ̃−1(iT ) = Γ̃−1(iT ) =

T；(1)⇒ (3) 由 ⟨T (x)|x⟩ = ⟨T ∗(x)|x⟩ = ⟨T (x)|x⟩ 立即得到，仅剩 (3)⇒ (1). 由于对任意 x, y ∈ H，均有恒等
式 ⟨x|y⟩ = 1

4 (∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i∥x+ iy∥2 − i∥x− iy∥2)，故 ⟨T (x)|y⟩ = ⟨T (y)|x⟩，因此 T = T ∗.�
以 Hilbert 空间上算子的伴随关系为原型，我们可以抽象出 C∗-代数的概念：
定义 3.23(C∗-代数) 设 A 是 C-代数. 一个自伴算符 ∗ : A → A, a 7→ a∗ 如果满足：a∗∗ = a、

(λa + µb)∗ = λa∗ + µb∗ 和 (ab)∗ = b∗a∗，则称其为对合算符 (involution). 该定义提取于伴随算子的性质
(命题 3.18). 此外，如果 A还是一个 Banach代数，且对合算符 ∗满足对任意 a ∈ A均有 ∥aa∗∥ = ∥a∥2(此式蕴
含 ∥a∥ = ∥a∗∥)，则称这时候配备了算符 ∗ 的 Banach 代数 A 是一个C∗-代数. 例如 End(H) 就是一个 C∗-代数.

命题 3.24 设 H 是一个 Hilbert 空间，A 是 End(H) 的一个闭、自伴 (所谓自伴是指：对任意 a ∈ A，由
命题 3.18 给出的 a∗ ∈ A)、酉交换子代数 (因此是交换 C∗-代数)，则 Gelfand 变换 Γ : A→ C(Â) 是一个 C-代
数的等距 ∗-同构

(
∗- 同构是指在本来的 C- 代数同构基础上还要求对任意 T ∈ A，Γ(T ∗) = Γ(T )

)
.

证明 由于 A 交换，故任意 T ∈ A 正规. 由命题 3.16 和命题 3.20 得 ∥T∥ = r(T ) = ∥T̂∥∞，因此 Γ 是等

距的 (因而也是单射. 由命题 3.16.3 还能知道 A 半单). 任意 T ∈ A，记自伴算子 T0 = T+T∗

2 , T1 = T−T∗

2i ，计

算可得 T = T0 + iT1, T
∗ = T0 − iT1. 由命题 3.22 知对任意 γ ∈ Â，T̂j(γ) = γ(Tj) ∈ spec(Tj) ⊆ R(j = 0, 1)，

因此 Γ(T ∗) = Γ(T0 − iT1) = Γ(T0) − iΓ(T1) = Γ(T0 + iT1) = Γ(T ). 最后证 Γ 满. 注意到 Im(Γ) 是 C(Â) 中
关于共轭封闭

(
因为 A 自伴且 Γ(T ∗) = Γ(T )

)
的闭 (因为 Γ 等距且 A 闭) 子代数且包含所有常值函数，根据

Stone-Weierstrass 定理 ([6] 定理 A.9)，Im(Γ) = C(Â).�
一般地，End(H) 的每个关于 ∗ 运算封闭的闭子代数都是 C∗-代数 (不一定交换). 反过来则有如下定理：
定理 3.25(Gelfand-Naimark) 每个 C∗-代数都等距 ∗- 同构于某个 Hilbert 空间 H 之 End(H) 中的某

个闭自伴子代数.
值得一提的是，透过 Gelfand-Naimark 定理我们希望把具有某种性质的 C∗-代数看成是某个空间 (即谱) 上

的连续函数所作成的代数. 这个想法在代数几何当中也有体现：交换环 A 中的元素可以视为素谱 spec(A) 上的
函数. 如果一个拓扑空间来自于某个交换环的素谱，则称这个拓扑空间是一个仿射概型 (affine scheme). 有了这
样的观点，我们便可从代数的观点看几何，从几何的观点看代数. 而在此处，有如下重要定理：

定理 3.26(正规算子的谱定理) 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H) 是正规算子，记 End(H) 中由 T 生

成的 C∗-代数为 AT，则 AT 是交换的，且 ÂT 同胚于 spec(T )(这里的谱基于 AT ). 因此，Gelfand 变换诱导
C- 代数的等距 ∗-同构 Γ̃ : AT

Γ→ C(ÂT )
∼→ C(spec(T ))，特别地有 Γ̃(T ) = (spec(T ) iT

↩→ C, λ 7→ λ).
证明 由于 T 正规，故由 1H , T, T

∗ 生成的 C-代数 C[1H , T, T ∗]交换.因此，C∗-代数 AT := C[1H , T, T ∗] ⊆
End(H) 也交换. 定义映射 ΦT : ÂT → spec(T ), γ 7→ T̂ (γ) = γ(T )，这显然是连续的. 由命题 3.12(4) 知 ΦT 满；

而 ΦT (γ1) = ΦT (γ2) 可以推出在生成元 1H、T、T
∗ 上有 γ1(T ) = γ2(T ) 和 γ1(T

∗) = Γ(T ∗)(γ1) = Γ(T )(γ1) =

Γ(T )(γ2) = γ2(T
∗)(命题 3.24)，这蕴含 γ1 = γ2，即 ΦT 单. 因此 ΦT 是同胚

(
从紧空间 (引理 3.14) 打到 T2 空

间的连续双射还是同胚
)
，再次利用命题 3.24 知结论成立. 特别地，Γ̃(T )(λ) = T̂ ◦ Φ−1

T (λ) = λ.�
定理 3.26 告诉我们，AT 中的算子可以看成是谱 spec(T ) 上的某个连续函数，具体地，Γ̃ : U 7→ Û ◦ Φ−1

T ；

反过来 f ∈ C(spec(T )) 也可唯一地代表一个算子. 容易验证有运算法则：(Γ̃−1f)∗ = Γ̃−1f，Γ̃−1(iT ) = T ∗ 等.
在泛函分析中这些运算法则被称为泛函演算 (functional calculus). 利用泛函演算可以方便地解决一些问题，例
如证明 Hilbert 空间上最简单版本的谱映射定理 (请与命题 3.5 比较)：设 T ∈ End(H) 是正规算子，由于 Γ̃ 是

同态，若 f(x) ∈ C[x]，则 Γ̃f(T ) = f Γ̃(T ). 不难发现等式两边的值域分别为 spec(f(T )) = f(spec(T )).
例 谱定理在线性代数中的体现就是将一个正规算子 (特别地，自伴算子) 按特征值分解成一些算子的倍数

之和，而这些算子可由 C(spec(T )) 中的函数确定. 例如利用自伴算子 T 的特征值 λ 可以将 T 限制到 λ-特征子
空间，而 T 本身就是所有的这些限制映射的加和 (见 [12] 定理 2.8.12).

此外，定理 3.26 中由 AT 确定的谱 spec(T )，可以放到 End(H) 上来确定，相应的同构也可以移植过去.
我们将其表述为如下命题：
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推论 3.27 设 T 是 Hilbert 空间 H 上的正规算子，AT 如定理 3.26，则 T 作为 AT 中元素的谱 spec(T )
与 T 作为 End(H) 中元素的谱 spec(T )♯ 相同. 因此定理 3.26 中的同构可改良为 Γ̃ : AT → C

(
spec(T )♯

)
.

证明 只需证“⊆”. 设 λ ∈ spec(T )，取 f ∈ C(spec(T )) 使得 |f | ≤ 1，f(λ) = 1，而当 |λ − z| ≥ ϵ 时

f(z) = 0. 由定理 3.26 知 Γ̃ 等距，故 ∥(T − λ · 1H)Γ̃−1(f)∥ = ∥Γ̃
(
(T − λ · 1H)Γ̃−1(f)

)
∥∞ = ∥(iT − λ)f∥∞ =

supz |z−λ||f(z)| ≤ ϵ. 如果 T−λ·1H 可逆，此时有 1 = ∥f∥∞ = ∥Γ̃−1(f)∥ = ∥(T−λ·1H)−1(T−λ·1H)Γ̃−1(f)∥ ≤
∥(T − λ · 1H)−1∥ · ϵ. 由于 ϵ 可以任意小，故 ∥(T − λ · 1H)−1∥ =∞，与有界算子矛盾. 因此 λ ∈ spec(T )♯.�

推论 3.28 设 T 是 Hilbert 空间上的正规算子，AT 如定理 3.26，则下述说法等价：(1)spec(T ) 是单点
集；(2)AT ∼= C；(3) 存在唯一 α ∈ C 使得 T = α · 1H . 由谱定理 3.26，该命题是显然的.

作为本节的结束，我们介绍一个应用谱定理的例子.
命题 3.29 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H) 是正规算子，λ ∈ spec(T ). 则对任意 ϵ > 0，存在单位向

量 x ∈ H 使得 ∥T (x)− λx∥ < ϵ. 因此，如果 λ 在 spec(T ) 中孤立，那么 λ 就是 T 的一个特征值.
证明 Step1：设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H)，则下述说法等价：(1)T 在 End(H) 中可逆；(2)T ∗

在 End(H) 中可逆；(3)T, T ∗ 均嫌弃 0(所谓嫌弃 0 是指：存在 ϵ > 0 使得对任意 x ∈ H，∥T (x)∥ ≥ ϵ∥x∥)；
(4)T, T ∗ 均是单的，且 Im(T ) 是 H 中的闭集；(5)T 是双射. 证：(1) ⇔ (2) 显然；(1) ⇒ (3)：由于对任意

x ∈ H，T−1T (x) = x，故取 ϵ = ∥T−1∥−1 时发现 T 嫌弃 0，同理 T ∗ 也嫌弃 0；(3) ⇒ (4)：单射显然，只需

证 Im(T ) 闭. 由于 T 连续，故只要注意到 Im(T ) 中的 Cauchy 序列 {T (xn)} 总能控制 H 中对应的序列 {xn}
即可；(4)⇒ (5)：由于任意 x, y ∈ H，⟨T (x)|y⟩ = ⟨x|T ∗(y)⟩，故容易验证 Im(T )⊥ = ker(T ∗) = 0. 因为 Im(T )

闭，所以 Im(T ) = 0⊥ = H；(5)⇒ (1)：由开映射定理立得.
Step2：设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H)，λ ∈ spec(T )，则存在一列单位向量 {xn} ⊆ H，使得要

么 ∥T (xn) − λxn∥ → 0，要么 ∥T ∗(xn) − λxn∥ → 0. 证：如果这两种情况均不发生，那么 T − λ · 1H 和
(T − λ · 1H)∗ 均嫌弃 0，故由 Step1 知它们可逆，而这与 λ ∈ spec(T ) 矛盾.

Step3：命题 3.29成立. 证：由 Step2，必有 ∥T (x)−λx∥ < ϵ或 ∥T ∗(x)−λx∥ < ϵ之一成立.由于 T 正规，

故 T −λ ·1H 也正规，因此根据定义 3.19知上两式其实相等.对于非空紧集 spec(T )中的孤立点 λ而言，定义连

续函数 f : spec(T )→ C，除 f(λ) = 1外其余全为 0.由谱定理 3.26知 0 = ∥(λ−iT )f∥∞ = ∥(λ·1H−T )Γ̃−1(f)∥，
即 (λ · 1H − T )Γ̃−1(f) = 0. 而 f ̸= 0 蕴含 Γ̃−1(f) ̸= 0，因此存在 x ∈ H 使 0 ̸= Γ̃−1(f)(x) 是 T 的特征向量.�

例 若取 H = Cn，T ∈ Mat(n,C)，则 spec(T ) 就由 T 的 n 个特征值组成，而上述 Step2 中的 {xn}
则可取自于 T 的属于 λ的那些单位特征向量.于是，我们可以认为命题 3.29是线性代数中相应概念的一种推广.

4、紧群的表示

本节主要参考 [10]Chapter4 和 [11]Chapter3、Chapter5，介绍拓扑群的表示论. 在紧或局部紧群的表示论
中，大部分结论均与复表示论平行. 本节中的一些命题为求简短我们会略去证明 (参考文献均有详细证明).

定义 4.1(拓扑线性空间) 拓扑域 k 上的一个拓扑线性空间V 是指配备了一个拓扑结构的 k-线性空间，满
足：(1)(V,+) 是拓扑群；(2) 数乘映射 k × V → V, (λ, v) 7→ λv 在相应的积拓扑上连续.

定义 4.2(表示) 设 V 是 k-拓扑线性空间. 记 Aut(V ) 为 V 上所有纯代数意义下的自同构作成的群；记

Auttop(V ) 为 Aut(V ) 中那些连续、逆也连续的自同构作成的子群.
现设 G 是局部紧群，V 是局部凸 (即 V 上的拓扑可由一族凸集生成) 的 C-拓扑线性空间.G 的一

个抽象表示是指群同态 ρ : G → Aut(V ), g 7→ ρg. 特别地，称抽象表示 ρ 是一个拓扑表示，如果映射

G× V → V, (g, x) 7→ ρg(x) 在相应的积拓扑上连续. 显然对拓扑表示 ρ 而言，ρ(G) ⊆ Auttop(V ).
命题 4.3(拓扑表示的判定) 抽象表示 ρ : G → Aut(V ) 是拓扑表示当且仅当 ρ 满足：(1) 对任意紧集

K ⊆ G，函数集 ρ(K) 在 V 上等度连续
(
称函数集 {fλ : E → V } 在 E 上等度连续，如果对任意 0 ∈ V 的

邻域 U，总存在 0 ∈ E 的邻域 D，使得对任意 x ∈ D，均有 fλ(x) ∈ U 对任意 λ 成立. 这个定义可由经典
实分析中的等度连续类比到拓扑群上

)
；(2) 对任意 x ∈ V，映射 G → V, g 7→ ρg(x) 连续. 特别地，[1] 推论

2.2(Banach-Steinhaus 定理) 表示，如果 V 还要求是 Banach 空间，那么等度连续的条件自然满足，因此抽象
表示 ρ 是拓扑表示当且仅当上述条件 (2) 成立.
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证明 必要性. 显然 (2) 成立，只证 (1). 任取 0 ∈ V 的邻域 U，由 G × V → V 在 (g, 0) 处连续知存在

g ∈ G, 0 ∈ V 的邻域 Hg,Wg 使 ρHg (Wg) ⊆ U . 因为 K 紧，上述 g 跑遍 G 之后可取出有限多个 H1, · · · ,Hn 覆

盖 K，对应地取出 W1, · · · ,Wn. 令 D =
∩n
i=1Wi(有限交保证 D 非平凡)，按上面的构造，任意 k ∈ K,w ∈ D，

均有 ρk(w) ∈ U，即函数集 ρ(K) 在 V 上等度连续.
充分性. 目标是证 ρg(x) 连续. 固定 (g, x) ∈ G × V，任取 0 ∈ V 的邻域 U . 由于 G 是局部紧群，故可

取定 K ⊆ G 是 g 的某个紧邻域. 由条件 (1)，存在 0 ∈ V 的邻域 D 使得 ρK(D) ⊆ U/2. 由条件 (2)，存在
邻域 g ∈ H ⊆ K 使得 ρH(x) − ρg(x) ⊆ U/2. 因此找到了 g, x 的邻域 H,x + D(D 是 0 ∈ V 的邻域)，使得
ρH(x+D)− ρg(x) = ρH(D)+ (ρH(x)− ρg(x)) ⊆ ρK(D)+U/2 ⊆ U/2+U/2 = U(右边的等号用到了局部凸).�

定义 4.4(不可约) 设 ρ : G → Aut(V ) 是一个抽象表示，子空间 W ⊆ V 称为G-不变子空间，如果
ρG(W ) ⊆ W . 一个抽象表示称为代数不可约的，如果它没有非平凡 G-不变子空间；称为拓扑不可约的，如果
它没有闭的非平凡 G- 不变子空间. 显然一个代数不可约表示一定是拓扑不可约的.

定义 4.5(等价表示) 称两个 (拓扑) 表示 ρ : G → Aut(V ), ρ : G → Aut(V ′) 等价 (记作 [ρ] = [ρ′])，如果
存在同构、同胚 T : V → V ′ 使得对任意 g ∈ G，均有 T ◦ ρg = ρ′g ◦ T 成立，也就是说有交换图：

V
ρg ��

T // V ′

ρ′g��
V

T // V ′

定义 4.6(酉表示及其等价) 设 H 是 Hilbert 空间，T ∈ End(H). 我们已经知道 T 是酉算子当且仅当

TT ∗ = 1H，而这等价于任意 x, y ∈ H 均有 ⟨x|y⟩ = ⟨T (x)|T (y)⟩. 为此，若设 G 是局部紧群，称一个拓扑表

示 ρ : G → Aut(H) ⊆ End(H) 为酉表示，如果任意 ρg(g ∈ G) 均是酉算子. 我们定义两个线性同构的 Hilbert
空间 H,H ′ 为酉同构的当且仅当存在 T : H → H ′ 使得任意 x, y ∈ H 均有 ⟨x|y⟩ = ⟨T (x)|T (y)⟩. 基于此，称
两个酉拓扑表示 ρ : G → Aut(H), ρ′ : G → Aut(H ′) 是酉等价的 (记作 [ρ]U = [ρ′]U )，如果存在酉同构、同胚
T : H → H ′，使得对任意 g ∈ G，T ◦ ρg = ρ′g ◦ T (即定义 4.5 中的图表交换).

例 (1)R→ Aut(C), x 7→ e2πix 是 (R,+) 的一维酉拓扑表示.
(2) 设 G 是配备了左 Haar 测度 µ 的局部紧群，则 L2(G) 是 Hilbert 空间，其 Hermit 内积形式为

⟨f |g⟩ :=
∫
G
fgdµ. 可以验证 (命题 4.3) 此时 ρ : G → Aut(L2(G)), g 7→

[
ρg : L2(G) → L2(G), f(s) 7→ f(g−1s)

]
是酉拓扑表示.

命题 4.7 设 H,H ′ 是两个 Hilbert 空间. 如果两个酉拓扑表示 ρ : G → Aut(H), ρ′ : G → Aut(H ′) 等价

(定义 4.5 中的)，那么它们还酉等价. 换言之，[ρ] = [ρ′] 蕴含 [ρ]U = [ρ′]U .
证明 由定义 4.5 知存在同构且同胚的 T : H → H ′ 使 ρ′gT = Tρg. 利用关系 ⟨T ∗(x)|y⟩ = ⟨x|T (y)⟩(∀x ∈

H ′, y ∈ H) 定义 T ∗ : H ′ → H，易见 TT ∗ 是 H ′ 上的正算子. 根据 [6] 定理 5.55，存在唯一的正 (自伴) 算子
U ∈ End(H ′) 使得 U2 = TT ∗ 且 U 与任何与 TT ∗ 交换的算子交换 (U−1 也是). 由计算 (U−1T )(U−1T )∗ =

U−1TT ∗U−1 = 1H′ 知算子 U−1T 是酉同构. 又由 ρ′gT = Tρg 两边取伴随再左乘 T 知 TT ∗ρ′g = TρgT
∗ =

ρ′gTT
∗，即 TT ∗ 与 ρ′g 交换，故 U−1 与 ρ′g 交换，因此 ρ′gU

−1T = U−1Tρg 成立.�
定义 4.8(直和) 设 G 是局部紧群. 称 G 的拓扑表示 ρ : G → Aut(V ) 是一族拓扑表示 ρi : G → Aut(Vi)

的直和 (记作 ρ :=
⊕

i ρi : G → Aut(
⊕

i Vi))，如果：(1)Vi 是 V 的闭 G-不变子空间，使得
∑
i Vi 是直和且∑

i Vi 在 V 中稠密；(2)ρ|Vi = ρi.
如果拓扑表示 ρ 等于一些拓扑不可约表示 ρi 的直和，则称 ρ 是完全可约的.
另设 ρ : G → Aut(H) 是酉拓扑表示. 称 ρ 是一族酉拓扑表示 ρi : G → Aut(Hi) 的 Hilbert 直和，如果：

(1)ρ 是 ρi 的直和 (即 ρ =
⊕

i ρi)；(2) 若 i ̸= j，则 Hi ⊥ Hj .
此时，任意 x ∈ H 可表为 x =

∑
i xi(xi ∈ Hi)，且 ∥x∥2 =

∑
i ∥xi∥2(这意味着至多可数个 xi ̸= 0).

命题 4.9(局部紧群表示的一些基本性质) 此处列出了一些常用的结论以及它们在复表示论中对应的情形.
设 G 是局部紧群，则：

(1)Maschke 定理：有限维酉拓扑表示是完全可约的 (类比 [7] 定理 11，证明方法也是作归纳法).
(2) 有了命题 4.7 的保证，我们可以给出局部紧群的 Schur 引理：(i) 酉拓扑表示 ρ : G→ Aut(H) 拓扑不

可约当且仅当 EndG(ρ) := {T ∈ End(H) : ∀g ∈ G, ρgT = Tρg} = {α · 1H : α ∈ C}. (ii) 设 ρ : G → Aut(H)

和 ρ′ : G→ Aut(H ′) 是两个拓扑不可约酉拓扑表示. 若 [ρ] = [ρ′]，则 HomG(ρ, ρ
′) := {T ∈ Hom(H,H ′) : ∀g ∈
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G, ρ′gT = Tρg} 是 1 维 C-线性空间；若 [ρ] ̸= [ρ′]，则 HomG(ρ, ρ
′) = {0}(类比 [7] 引理 15).

(3) 若 G 还是 Abel 群，酉拓扑表示 ρ : G→ Aut(H) 拓扑不可约，则 dimC(H) = 1(类比 [7] 推论 16).
证明 这是谱定理 3.26 的另一个应用. 见 [11]Chapter3.1，证明要用到自伴算子 (正规算子) 理论.�
以上所讨论的都是局部紧群的表示论. 作为一个特殊情形 (紧群一定是局部紧的)，我们更关注紧群的表示

论，它有很多局部紧群表示所没有的性质. 本节剩余的篇幅均集中于紧群的表示.
命题 4.10(紧群表示的一些基本性质) 此处列出了一些常用的结论以及它们在复表示论中对应的情形. 设

G 是紧群 (带有标准的 Haar 测度：µ(G) = 1)，则：
(1)G 的酉拓扑表示是若干有限维不可约拓扑表示的直和 (即酉拓扑表示完全可约. 证明见 [10] 命题 4.2.1).
(2)G 的拓扑不可约酉拓扑表示均是有限维的 (这是上一条的直接推论).
(3) 若 ρ : G→ Aut(V ) 是有限维拓扑表示，则可在赋予了欧氏内积 ⟨·|·⟩ 的 C-线性空间 V 上引入新的正定

Hermit 形式 [u|v] :=
∫
G
⟨ρx(u)|ρx(v)⟩dx 使 ρ 是酉拓扑表示 (类比 [7] 定理 10).

(4)G 的有限维拓扑表示是完全可约的 (利用 (3) 转化成酉拓扑表示再结合 (1) 即可).
(5)紧群的 Schur 正交关系：(i) 设 ρ : G → Aut(H) 和 ρ′ : G → Aut(H ′) 是两个不等价且拓扑不可约

的酉拓扑表示，则对任意 v1, v2 ∈ H 及 v′1, v
′
2 ∈ H ′，有

∫
G
⟨ρxv1|v2⟩H⟨ρ′xv′1|v′2⟩H′dx = 0. (ii) 设酉拓扑表示

ρ : G→ Aut(H) 拓扑不可约，则任意 v1, v2, v3, v4 ∈ H，有
∫
G
⟨ρxv1|v2⟩⟨ρxv3|v4⟩dx = 1

dimC(H) ⟨v1|v3⟩⟨v2|v4⟩(类
比 [7] 定理 19).

(6)紧群特征标的正交关系：设 ρ : G → Aut(H) 是一个有限维酉拓扑表示. 若取 H 的一组基为 {ei}，则
ρy 在这组基下可表成一个矩阵

(
⟨ρy(ei)|ej⟩

)
i,j
，定义 ρ 的特征标为一个相似不变量 χρ : G→ C, y 7→ tr(ρy). 显

然等价的拓扑表示诱导相同的特征标 (类比 [7] 命题 21).
设 χ1, χ2 分别是紧群 G 的两个有限维不可约酉拓扑表示 ρ1, ρ2 的特征标，则 (类比 [7] 定理 24，证明可立

即由 (5) 导出)： ∫
G

χ1(y)χ2(y)dy =
{

0, [ρ1] ̸=[ρ2]
1

dimC(H)
, [ρ1]=[ρ2]

.

证明 仅证 (5). 对于 C-线性映射 L : H → H ′，定义 C- 线性映射 L̃ : H → H ′, h 7→
∫
G
ρ′x−1

(
L(ρxh)

)
dx.

容易验证对任意 y ∈ G，有 L̃ρy =
∫
G
ρ′x−1Lρxydx =

∫
G
ρ′yx−1Lρxdx = ρ′yL̃，即 L̃ ∈ HomG(ρ, ρ

′). 注意到拓扑
不可约酉拓扑表示的维数有限，我们有：

(5.i) 若取上述 L : H → H ′, h 7→ ⟨h|v2⟩H · v′2，由命题 4.9(2)Schur 引理知 L̃ = 0. 此时

0 = ⟨L̃(v1)|v′1⟩H′ =

⟨∫
G

ρ′x−1Lρx(v1)dx

∣∣∣∣v′1⟩
H′

=

∫
G

⟨Lρx(v1)|ρ′x(v′1)⟩H′dx =

∫
G

⟨ρx(v1)|v2⟩H⟨ρ′x(v′1)|v′2⟩H′dx.

(5.ii) 令 (5.i) 中 ρ = ρ′，取 L : H → H,h 7→ ⟨h|v2⟩ · v4. 再次由 Schur 引理，存在 α ∈ C 使 L̃ = α · 1H . 易
见 α dimC(H) = tr(L̃) =

∫
G

tr[ρx−1Lρx]dx =
∫
G

tr(L)dx = tr(L) · µ(G) = ⟨v4|v2⟩
(
注意 Haar 测度 µ 是标准的)，

于是
1

dimC(H)
⟨v1|v3⟩⟨v2|v4⟩ =

tr(L)
dimC(H)

⟨v1|v3⟩ = ⟨L̃(v1)|v3⟩ =
∫
G

⟨ρx(v1)|v2⟩⟨ρx(v3)|v4⟩dx.

在这里，我们有必要解释一下证明中出现的积分的合理性. 设 V,W 是局部凸拓扑线性空间，(X,µ) 是测度

空间.映射 F : X → V 称为弱可积的，如果对任意 φ ∈ V ∗，均有 φ◦F ∈ L1(X). 此时，存在 vF :=
∫
X
Fdµ ∈ V

使得 φ(vF ) =
∫
X
φ ◦ Fdµ. 如果还有连续线性映射 T : V → W，由于任意 ψ ∈ W ∗ 均有 ψ ◦ T ∈ V ∗，故 T ◦ F

弱可积，且 ψ ◦ T
( ∫

X
Fdµ

)
=
∫
X
ψ ◦ T ◦ Fdµ. 换言之，T

∫
X
Fdµ =

∫
X
TFdµ.�

定理 4.11(Gelfand-Raikov) 设 G 的局部紧群，x ̸= y ∈ G，则存在 G 的拓扑不可约酉拓扑表示 ρ 使

得 ρ(x) ̸= ρ(y).
证明 见 [11] 定理 3.34.�
定理 4.12(Peter-Weyl) 设 G 是紧群，记 Rep(G) :=

{
[ρ]U : G

ρ→ Aut(Hρ) 是拓扑不可约的有限维酉

拓扑表示
}
，Eρ := spanC{⟨ρ(·)u|v⟩ : u, v ∈ Hρ} ⊆ C(G). 则 C-代数 spanC

{∪
[ρ]U∈Rep(G) Eρ

}
在 C(G) 中稠密

且 L2(G) =
⊕

[ρ]U∈Rep(G) Eρ. 此外，若记 Hρ 的一组正交基为 {eρ,i}，则
{√

dimC(Hρ) · ⟨ρ(·)eρ,j |eρ,i⟩ : i, j =

1, · · · ,dimC(Hρ), [ρ]U ∈ Rep(G)
}
构成 L2(G) 的一组 (标准) 正交基.

证明 见 [11]Chapter5.2.�
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我们之后研究的大都是拓扑 Abel 群的表示，这是因为非 Abel 群的 Pontryagin 对偶群 (见定义 5.1) 按构
造却是 Abel 群，这样之后的讨论还是避免不了交换性.

5、群上的调和分析

本节的任务是介绍局部紧群 G 的 Pontryagin 对偶群 Ĝ 并且赋予其拓扑群结构，研究它的性质以及 G, Ĝ

在代数、拓扑之间的联系.此外，在这个抽象的背景下，G上的复值函数与 Ĝ上的复值函数之间可以用 Fourier
变换或 Fourier逆变换相关联，这与经典表示论中的处理是类似的 (见 [7]定理 45).最后，我们证明 Pontryagin
对偶定理并给出相关应用.

在有限群的复表示论中，1 维群表示 ρ : G → GL(1,C), g 7→ ρg 和其特征标 χρ : G 7→ C, g 7→ tr(ρg) = ρg

是一致的. 注意到有限 Abel 群的不可约复表示都是 1 维的，类比此观察便可给出如下拓扑群版本的定义：
定义 5.1(Pontryagin 对偶) 设 G 是拓扑 Abel 群. 集合 Ĝ := {G χ→ S1 : χ是连续群同态} 配备了逐点相

乘的运算之后作成一个 Abel 群，称为 G 的 Pontryagin 对偶群 (或简称对偶群)，其中的元素叫作 G 的 (连
续酉) 特征标. 注意，根据命题 3.22、命题 4.9(3) 和命题 4.10(6)，在各条件都满足的情况下，这里的对偶群 Ĝ

相当于是由拓扑 Abel 群 G 的所有拓扑不可约 1 维酉拓扑表示 (或这些拓扑表示的特征标) 组成.
接下来赋予 Ĝ 拓扑结构：

定义 5.2(紧开拓扑) 任给拓扑 Abel 群 G 的紧子集 K 以及 1 ∈ S1 的邻域 V，定义 Ĝ 的子集 WK,V :=

{χ ∈ Ĝ : χ(K) ⊆ V }. 此时所有的 WK,V 构成了 Ĝ 中平凡特征标 χtri : G 7→ 1 的一个邻域基结构，因此确定了

Ĝ 上的一个拓扑，称为紧开拓扑 (compact-open topology). 不难验证群 Ĝ 配备了该拓扑之后是一拓扑 Abel 群.
命题 5.3 设 G1, G2 是局部紧 Abel 群，容易验证有拓扑群的同构 θ : Ĝ1 × Ĝ2

∼→ ̂G1 ×G2, (χ1, χ2) 7→[
G1 ×G2

θ(χ1,χ2)−−−−−→ S1, (g1, g2) 7→ χ1(g1)χ2(g2)
]
.

例 参考 [13]Chapter F 和 [24]：(1)(Z,+) 的对偶群是 (R/Z,+)；(R/Z,+) 的对偶群是 (Z,+).
(2) 对于局部域 K 而言 (见定义 6.10)，Tate 在 [15] 定理 2.2.1 证明了 (K,+) 的对偶群还是它自己 (即 K

和 K̂ 是同构的拓扑 Abel 群. 称这样的性质为自对偶，self-dual). 我们将在定理 8.2 给出该事实的证明.
(3) 拓扑群 {i}、(Rn,+)、(Z/nZ,+) 是自对偶的.
(4) 设 G 是局部紧 Abel 群，则命题 5.3 告诉我们 G ⊕ Ĝ 是自对偶的. 一般地，有限多个自对偶群的直和

还是自对偶的.
(5) 设 Gi(i ∈ I) 是一族自对偶群，即有拓扑群的同构 fi : Gi

∼→ Ĝi. 另设 Hi ⊆ Gi(i ∈ I) 是紧开子群，满
足 H⊥

i := {χ ∈ Ĝi : χ(Hi) = 1} = fi(Hi)，则
∏̂Hi

i∈IGi 是自对偶的 (见定义 7.1、定理 7.7 和推论 8.4).
引理 5.4 设X 是拓扑 Abel群G的子集，n是正整数，记X(n) :=

{∏n
j=1 xj : xj ∈ X, j = 1, · · · , n

}
⊆ G.

对任意 0 < ϵ ≤ 1，利用万有覆叠 φ : R→ S1, x 7→ e2πix 定义 N(ϵ) := φ(−ϵ/3, ϵ/3) ⊆ S1. 在这些约定下，设有
正整数 m，则：

(1) 若 z ∈ C 满足 z, z2, · · · , zm ∈ N(1)，则 z ∈ N( 1
m )；

(2) 设 U 是 G 中包含单位元的子集. 若群同态 χ : G → S1(不要求连续) 满足 χ(U (m)) ⊆ N(1)，则

χ(U) ⊆ N( 1
m ).

证明 (1) 令 z = φ(τ). 反证法，原命题变为：当 τ ∈ [ 1
3m , 1−

1
3m ] 时，求证 {z, z2, · · · , zm} ∩ φ[ 13 ,

2
3 ] ̸= ∅.

基于对称性，只需分成 [ 1
3m ,

1
2 ]、[ 12 , 1−

1
3m ] 两段即可，证明是初等的；(2) 若 g ∈ U，则 g, g2, · · · , gm ∈ U (m)，

由 (1) 知条件 χ(U (m)) ⊆ N(1) 蕴含 χ(g) ∈ N( 1
m )，这就完成了证明.�

命题 5.5 设 G 是一个拓扑 Abel 群，则有：
(1) 群同态 χ : G→ S1 连续 (因此是 G 的特征标) 当且仅当 χ−1(N(1)) 是 G 中单位元的邻域.
(2) 集族 {WK,N(1) : K是G的紧子集} 是平凡特征标 χtri ∈ Ĝ 在紧开拓扑下的邻域基.
(3) 若 G 是离散群，则 Ĝ 紧；反过来，若 G 紧，则 Ĝ 是离散群.
(4) 若 G 是局部紧群，则 Ĝ 也是.
证明 (1) 必要性显然. 至于充分性，设有开集 i ∈ U ⊆ χ−1(N(1)) ⊆ G，注意到 G 上的乘法运算连续，故

对任意正整数 m，总存在开邻域 i ∈ V 使得 V (m) ⊆ U . 由引理 5.4 得 χ(V ) ⊆ N( 1
m )，这蕴含 χ 在 i 处连续，
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直接利用平移性知 χ 在整个 G 上连续.
(2) 对任意紧集 K ⊆ G，对任意 m ∈ Z>0，由于 K(m) 是

∏m
i=1K 的某个连续像，因而也是紧集. 设

χ ∈WK(m),N(1)，则任意 x ∈ K，均有 χ(x), · · · , χ(x)m ∈ N(1)，由引理 5.4即 χ(x) ∈ N( 1
m )，故WK(m),N(1) ⊆

WK,N( 1
m ).

(3) 以后半部分为例. 设 χ ∈ Ĝ，则 χ(G) 是 S1 的子群. 如果 χ(G) 非平凡，则 χ(G) * N(ϵ), 0 < ϵ ≤ 1. 因
此 WG,N(1) 中只有 χtri，这意味着 Ĝ 离散.

(4) 给定 i ∈ G 的紧邻域 K，下面证明 W
K,N( 1

4 )
是 Ĝ 中 χtri 的紧邻域.

Step1：令 G0 = G，G0 的群结构与 G 相同，但配备离散拓扑. 由 (3) 知 Ĝ0 紧，记 W0 :=
{
χ ∈ Ĝ0 =

Hom(G0, S
1) : χ(K) ⊆ N( 14 )

}
，易见 W0 ⊆ Ĝ0 是闭集，因而是紧集. 显然 W

K,N( 1
4 )
⊆ W0，又由 (1) 知

W0 ⊆WK,N( 1
4 )
，故 W0 =W

K,N( 1
4 )

.
Step2：记 W0 在 Ĝ0, Ĝ 下的子空间拓扑分别为 τ0, τ1，则 τ0 比 τ1 细 (此时 W0 在 τ0 下紧意味着它

也在 τ1 下紧，故命题得证). 证：设 K1 ⊆ G 紧，对任意 χ ∈ W0，由 (2) 可考虑 χ 在 τ1 下的开邻域

基 W (χ,m) := χWK1,N( 1
m ) ∩ W0,m ∈ Z>0. 现说明每个 W (χ,m) 都是 χ 在 τ0 下的开邻域. 取 i ∈ G 的

开邻域 V 使得 V (2m) ⊆ K，由于 K1 紧，故存在有限集 F 使得 F · V ⊇ K1. 记 W0(χ, 2m) :=
{
χη : η ∈

Ĝ0, η(F ) ⊆ N( 1
2m )

}
∩ W0 ⊆ W0，根据定义 5.2 这在 τ0 下是开集，故 W0(χ, 2m) 是 χ 在 τ0 下的一个邻

域. 此外，设 µ ∈ W0(χ, 2m)，由构造知存在 µ0 ∈ Ĝ0 满足 µ0(F ) ⊆ N( 1
2m )，使得 µ = χµ0 ∈ W0. 因为

µ0 = χ−1µ ∈ W (2)
0 ，所以 µ0(V

(2m)) ⊆ µ0(K)
Step1
⊆ N( 12 ) ⊆ N(1)，故引理 5.4 给出 µ0(V ) ⊆ N( 1

2m )，因而

µ0(K1) ⊆ µ0(F ) · µ0(V ) ⊆ N( 1
2m ) · N( 1

2m ) ⊆ N( 1
m ). 注意到由 (1) 可得 µ0 连续，所以 µ0 ∈ WK1,N( 1

m ) ⊆ Ĝ，

因此 µ ∈W (χ,m)，即 W0(χ, 2m) ⊆W (χ,m). 这就证明了 τ1 中的开集全是 τ0 中的开集.�
我们先来讨论局部紧群 G(不一定交换) 上的分析. 首先取定 G 上的一个左 Haar 测度，定义：
定义 5.6(卷积) 设 f, g 是局部紧群 G 上的复值 Borel 可测函数，它们的卷积f ∗ g 定义为 f ∗ g(t) :=∫

G
g(s−1t)f(s)ds =

∫
G
g(s−1)f(ts)ds. 卷积不一定交换 (见 [7] 命题 43)，但当 G 是 Abel 群时卷积是可交换的.

设 G 是局部紧群，由定理 1.15 知其上存在一个 (左)Haar 测度 µ : BG → R≥0 ⊔ {∞}. 仍记 G 上所有紧支

撑复值连续函数作成的集合为 Cc(G)，记 L•(G) := {G上的 Borel 可测函数}/几乎处处相等. 实分析告诉我们，
对任意 1 ≤ p ≤ ∞，Cc(G) ⊆ Lp(G) := {f ∈ L•(G) : ∥f∥p <∞} 且 Cc(G) 在 Lp(G) 中稠密 (按 Lp-范数). 回忆
Lp-范数 ∥f∥p :=

( ∫
G
|f |pdµ

) 1
p (∀p <∞)、∥f∥∞ := ess sup |f | = inf

(
{∞}∪

{
a ≥ 0 : µ(|f |−1(a,+∞]) = 0

} )
. 接

下来我们会用到很多关于 Lp-空间的结论.
命题 5.7(卷积的性质) 此处列出 Abel 群情形下卷积的一些性质. 设 f, g 是局部紧 Abel 群 G 上的复值

Borel 可测函数 (由于交换性，G 上的左 Haar 测度一定是右平移不变的，因而 G 可以带有一个双不变的 Haar
测度)，则：

(1) 如果对 x ∈ G 而言积分 f ∗ g(x) 存在，则积分 g ∗ f(x) 也存在，且 g ∗ f(x) = f ∗ g(x).
(2)若 f, g ∈ L1(G)，则对几乎所有的 x ∈ G，f∗g(x)存在.此外还有 f∗g ∈ L1(G)，且 ∥f∗g∥1 ≤ ∥f∥1·∥g∥1.
(3) 若 f, g, h ∈ L1(G)，则 (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). 因此在 L1(G) 中卷积满足结合律、交换律和分配律.
证明 (1) 注意到 G 是 Abel 群，故 f ∗ g(x) =

∫
G
g(y−1)f(xy)dy =

∫
G
g(y)f(y−1x)dy = g ∗ f(x)；(2) 直

接计算得
∫
G
|f ∗ g(x)|dx ≤

∫
G

∫
G
|g(y−1x)f(y)|dydx =

∫
G
|f(y)|dy

∫
G
|g(z)|dz；(3) 读者自行验证.�

有了这些概念，我们便可以给出 Fourier 变换的定义：
定义 5.8(Fourier 变换) 设 G 是带有一个双不变 Haar 测度的局部紧 Abel 群，f ∈ L1(G), g ∈ L1(Ĝ).

定义

f̂(χ) :=

∫
G

f(y)χ(y)dy; ĝ(y) :=

∫
Ĝ

g(χ)χ(y)dχ (Ĝ上会存在一个典范的 Haar 测度，置于定理 5.11 中讨论).

称如上定义的 f̂ : Ĝ→ C 是 f 的 Fourier 变换；ĝ : G→ C 是 g 的 Fourier 逆变换. 注意到 χ : G→ S1，根

据定义有估计 |f̂(χ)| ≤ ∥f∥1 <∞，因此积分 f̂(χ) 有限
(
定理 5.9 告诉我们 f̂ , ĝ 连续，但不一定是 L1 的

)
.

例 (1) 这里给出一个最经典的例子. 取 G := (R,+). 注意到群 R 的特征标一定形如 χt : R → S1, s 7→
eist(t ∈ R)，因此定义 5.8 翻译过来即是 f̂(t) := f̂(χt) =

∫
R f(s)e

−istds，此即实分析中的 Fourier 变换.
(2) 设有周期 2π 的函数 f : R → C. 定义 f ♯ : S1(∼= R/Z) → C, eit 7→ f(t). 由于 Ŝ1 ∼= R̂/Z ∼= Z，故此时
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Fourier 变换 f̂ ♯ : Z→ C, n 7→ 1
2π

∫ π
−π f(t)e

−itndt，这是 f 的第 n 个 Fourier 系数. 根据分析学的基本常识，我
们得到 f 的 Fourier 级数 f(x) =

∑
n∈Z f̂

♯(n)einx(对偶群 Z 上用计数测度)，这本质上是 f̂ ♯ 的 Fourier 逆变换.
上面所展示的两个例子中，对偶群上的 Haar 测度的选取其实是有学问的，不能像我一样张口就来. 这个道

理我们将在定理 5.11 中给出.
非常有意思的是，第 3 节介绍的 Gelfand 变换与此处的 Fourier 变换也是有联系的，唯一的区别只在于这

里不能保证幺元存在 (定理 5.9). 而算子代数告诉我们，一个无幺元的交换 Banach 代数一定可以等距地嵌入进
一个有幺元的交换 Banach 代数

(
对于无幺元交换 Banach 代数 A，定义有幺元交换 Banach 代数 A×C，其中

(a, u) + (b, v) := (a+ b, u+ v), (a, u) · (b, v) := (ab+ ub+ va, uv), z(a, u) := (za, zu), ∥(a, u)∥ := ∥a∥A + |u|，幺
元是 (0, 1). 此时有等距嵌入 A ↩→ A × C, a 7→ (a, 0)

)
，因此 Gelfand 变换也有无幺元的版本

(
设 A 是无幺元

交换 Banach 代数. 记 Â 为所有非零 C-代数同态 A → C 作成的集合 (配有 Gelfand 拓扑)，类似于定义 3.15，
有 Gelfand 变换 Γ : A → C0(Â), a 7→

[
â : Â → C, γ 7→ γ(a)

]
，其中 C0(Â) :=

{
f ∈ C(Â) : ∀ϵ > 0,集合{x ∈

Â : |f(x)| ≥ ϵ}紧
}
是 C(Â) 的 C-线性子空间. 直观上可想象 C0(Â) 中的元素在无穷远处消没，故当 Â 紧时

C0(Â) = C(Â)
)

. 当然第 3 节中有很多命题在此处仍然成立 (例如定理 3.7，见 [11]Chapter1.3 定理 1.30)，不幸
的是也会有很多命题不再成立 (例如引理 3.14. 实际上 Â 在无幺元时只是局部紧 T2 的. 要使 Â 紧，当且仅当

A 有幺元).
定理 5.9(Fourier VS Gelfand) 设 G 是局部紧 Abel 群，由命题 5.7 知

(
L1(G), ∥ · ∥1,+, ∗

)
是无幺元

交换 Banach 代数. 对任意 χ ∈ Ĝ 以及 f ∈ L1(G)，定义 νχ : L1(G) → C, f 7→ f̂(χ) =
∫
G
f(x)χ(x)dx. 此时有

νχ ∈ L̂1(G)，因此若 f, g ∈ L1(G)，则 f̂ ∗ g = f̂ · ĝ(逐点相乘). 此外还有双射 Θ : Ĝ
∼→ L̂1(G), χ 7→ νχ.

可将本定理改写成 Gelfand 变换的形式，即有 C-代数的同态：L1(G) −→ C0(L̂1(G)), f 7−→
[
f̂ : L̂1(G)

∼→
Ĝ → C, νχ 7→ χ 7→ f̂(χ) = νχ(f)

]
. 特别，当 L̂1(G) 配备 Gelfand 拓扑、Ĝ 配备紧开拓扑之后，Θ 是同胚

(
见

[1] 定理 3.13 或 [11]Chapter4.2. 基于此，根据 Gelfand 拓扑的定义，我们也可以说对偶群 Ĝ 所配备的紧开拓

扑是使所有 f ∈ L1(G) 的 Fourier 变换 f̂ 均连续的最粗的拓扑
)
，并且 L1(G) 在上述 C- 代数同态下的像

(
不妨

记作 F(L1(G))
)
是 C0(L̂1(G)) = C0(Ĝ) 的稠密子空间 (这是 Stone-Weierstrass 定理的结论，见 [6] 定理 A.9 和

[11] 命题 4.14).
证明 直接验证知 νχ 是一个非零的 C-代数同态 (保持加法、卷积、数量乘法)，因此 νχ ∈ L̂1(G). 下证 Θ

是双射.
Step1：设 g 是 G 上几乎处处有界的 Borel 可测函数. 若对任意 f ∈ L1(G)，均有

∫
G
fgdx = 0，则 g 在

G 上几乎处处为 0. 证：反证法. 设 E 满足 0 < µ(E) < ∞ 且 g|E 恒不为 0. 而 E =
∪
n≥1{x ∈ E : |g(x)| >

1
n} :=

∪
n≥1En，故必存在 n 使得 0 < µ(En) < ∞. 取示性函数 1En ∈ L1(G)，当然 1En · g ∈ L1(G)，因此∫

G
1En · ggdx =

∫
En
|g|2dx ≥ µ(En)

n2 > 0，矛盾.
Step2：对任意非零 C-代数同态 Ψ : L1(G) → C，由引理 3.14 和 [9] 定理 C.19 知算子范数 ∥Ψ∥ ≤ 1，

因此 Ψ ∈ L1(G)∗. 根据对偶 ([6] 习题 3.5) 有等距同构 L1(G)∗ → L∞(G),Ψ 7→ ψ，满足对任意 f ∈ L1(G)，

Ψ(f) :=
∫
G
f(x)ψ(x)dx 且 ∥Ψ∥ = ∥ψ∥∞. 由 Ψ 是同态知对任意 f, g ∈ L1(G)，有 Ψ(f)

∫
G
g(x)ψ(x)dx =

Ψ(f)Ψ(g) = Ψ(f ∗ g) =
∫
G
Ψ(Lxf)g(x)dx. 由 Step1，Ψ(f)ψ(x) = Ψ(Lxf) 几乎处处成立. 按照这个思路，可随

意固定某个满足 Ψ(f) ̸= 0 的 f ∈ L1(G)，复定义 ψ : G→ C, x 7→ Ψ(Lxf)
Ψ(f) .

Step3：ψ 是 G 的特征标. 证：显然 ψ 连续，且恒有 Ψ(f)ψ(x) = Ψ(Lxf). 根据等式 Ψ(f)ψ(xy) =

Ψ(Lxyf) = Ψ(LyLxf) = Ψ(Lxf)ψ(y) = Ψ(f)ψ(x)ψ(y) 知 ψ 是群同态. 因此 ψ(x−1) = ψ(x)−1，由 ∥ψ∥∞ =

∥Ψ∥ ≤ 1 知只能有 ψ(x) ∈ S1. 综上，ψ : G→ S1 是特征标.
Step4：Θ 是双射. 证：由 Ψ = νψ 知 Θ 满；若

∫
G
fχ1dx = νχ1(f) = νχ2(f) =

∫
G
fχ2dx(∀f ∈ L1(G))，

则由 Step1 知 χ1 = χ2 几乎处处成立，此时利用特征标的连续性可推出 Θ 单.�
注意 5.10 定理 5.9 告诉我们 L1(G) 的 Gelfand 变换本质上就是 Fourier 变换. 例如取 G := (R,+)，我

们已经知道 L̂1(G)
∼→ R，此时函数 f ∈ L1(G) 的 Gelfand 变换 f̂ 就是定义 5.8 中描述的 Fourier 变换.

定理 5.11(Plancherel) 设 G 是带有一个双不变 Haar 测度 µ 的局部紧 Abel 群，则 Ĝ 上存在唯一双不

变 Haar 测度 (称为对偶测度)，使得在此测度下，对任意 f ∈ Cc(G)，均有 ∥f∥2 = ∥f̂∥2. 此外，L1(G)∩L2(G)

中函数的 Fourier 变换可以延拓成 Hilbert 空间的等距酉同构 τ : L2(G)
∼→ L2(Ĝ).
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证明 证明的难点是找到 Ĝ 上对应的 Haar 测度. 我们尝试按下面的顺序来逐一给出证明 (共 16 步).
Step1：设 G 是局部紧群. 一个 Borel 可测函数 L∞(G) ∋ φ : G→ C 称为是正构型 (positive type) 的，如

果对任意 f ∈ L1(G)，复重积分
∫∫
G2 φ(t

−1s)f(s)f(t)dsdt ∈ R≥0(这里的 ds, dt 均基于 Haar 测度). 直接验证可
知若 φ 是正构型函数，则 φ 也是. 记 Cp(G) 为 G 上所有正构型连续函数作成的集合 (这并不是一个线性空间，
因为不允许负元存在).

Step2：若 f ∈ L2(G)，则 f(x) ∗ f(x−1) ∈ Cp(G). 证：考虑由左平移诱导的左正则酉表示ρ : G →
L2(G), x 7→ Lx. 显然 f(x) ∗ f(x−1)(t) =

∫
G
f(t−1s)f(s)ds = ⟨ρt(f)|f⟩L2 ∈ C(G)，而 ⟨ρt(f)|f⟩L2 ≤ ∥f∥22 意味

着 f(x) ∗ f(x−1)(t) ∈ L∞(G). 另根据 Step1 的定义，对于任意 h ∈ L1(G) 有
∫∫
G2⟨ρt−1ρs(f)|f⟩h(s)h(t)dsdt =∫∫

G2⟨h(s)ρs(f)|h(t)ρt(f)⟩dsdt =
∥∥ ∫

G
h(s)ρs(f)ds

∥∥2
2
≥ 0(弱可积). 综上 f(x) ∗ f(x−1)(t) = ⟨ρt(f)|f⟩ ∈ Cp(G).

Step3：设 K ⊆ Ĝ 是紧子集，则存在 f ∈ Cc(G)∩Cp(G) 使得 Fourier 变换 f̂ ≥ 0，且在 K 中 f̂ > 0. 证：
选取 h ∈ Cc(G) 使 ĥ(χtri) =

∫
G
h(x)dx = 1. 令 g(t) :=

(
h(x−1) ∗ h(x)

)
(t)，容易发现 supp(g) ⊆ {a−1b : a, b ∈

supp(h)} 仍是紧集，因此 g ∈ Cc(G). 可以验证成立等式

ĝ(χ) =

∫∫
G2

h(x)χ(x)h(y)χ(y)dxdy =

∫
G

h(x)χ(x)dx ·
∫
G

h(y)χ(y)dy = ĥ(χ)ĥ(χ) = |ĥ(χ)|2.

显然 ĝ ≥ 0且 ĝ(χtri) = 1. 因为 ĝ 连续，故存在邻域 1 ∈ V ⊆ Ĝ使得在其中 ĝ > 0. 由于 K 紧，K ⊆
∪n
j=1 χjV .

若设 f := (
∑n
j=1 χj)g ∈ Cc(G)，则有 f̂(χ) =

∑n
j=1

∫
G
g(y)χj(y)χ(y)dy =

∑n
j=1 ĝ(χ

−1
j χ) ≥ 0，且 f̂ 在 K 中严

格大于 0. 又由 Step2 知 g ∈ Cp(G)，此时根据定义易证 f ∈ Cp(G).
Step4：此处我们介绍重要的 Bochner 定理：若记 Ĝ 上所有正则复 Borel 测度作成的 C-线性空间为

M(Ĝ)，则有单的 C-线性映射 M(Ĝ) ↩→ L∞(G), µ 7→ µ̃ :=
∫
Ĝ
χ(y)dµ. 此外，对任何 φ ∈ Cp(G) ⊆ L∞(G)，

存在唯一正测度 µφ ∈ M(Ĝ) 使得 µ̃φ = φ. 关于该定理的证明，我们还是分以下几个步骤来解决 (Step4-1、
Step4-2(含 4-2-1、4-2-2) 和 Step4-3(含 4-3-1、4-3-2、4-3-3)).

Step4-1：有单的 C-线性映射M(Ĝ) ↩→ L∞(G). 证：验证 C-线性映射的定义即可. 而对任意 f ∈ L1(G)，

由等式 0 = µ̃ =
∫
Ĝ
χ(y)dµ =

∫
G
f(y)

∫
Ĝ
χ(y)dµdy =

∫
Ĝ

∫
G
f(y)χ−1(y)dydµ =

∫
Ĝ
f̂(χ−1)dµ 及定理 5.9 所述的

F(L1(G)) 在 C0(Ĝ) 中稠密可推出 µ = 0，故该映射单.
Step4-2：此处我们介绍“单位逼近 (approximate identity)”. 脉冲函数

(
impulse function. 直观上它在 i

处取值 ∞，在其它点取值 0
)
在 L1(G) 上关于卷积运算起到类似单位元的作用，但它却不是一个良好定义的函

数，因而更不可能在 L1(G) 中. 为此，我们只能用 L1(G) 中的一系列支撑集越来越小、但上界却越来越大的

“鼓包函数”(bump function，又译冲击函数. 见 [14]Chapter9.4.2.3) 来冲击逼近它，以此来逼近单位元的效果.
这部分内容是信号与系统学中的基础知识，此处还是要再分成两部分阐述.

Step4-2-1：设 1 ≤ p <∞，f ∈ Lp(G).当 y → i时，有 ∥Lyf −f∥p → 0, ∥Ryf −f∥p → 0. 证：由于此处
G 是 Abel 群，故仅证左平移的情况. 任取对称紧邻域 V ∋ i 及 g ∈ Cc(G)，令 K := supp(g) · V ∪ V · supp(g)，
由命题 1.3(5) 知 K 紧. 任给 ϵ > 0，因为当 y ∈ V 时 Lyg 和 g 只在 K 中撑起，故当 y → i 时由命题 1.5 有
∥Lyg − g∥p ≤ µ(K)1/p · sup |Lyg − g| < ϵ. 如果对一般的 f ∈ Lp(G)，由稠密性我们总能找到 g ∈ Cc(G) 使得
∥f − g∥p < ϵ. 利用等式 ∥Lyf∥p = ∥f∥p 得 ∥Lyf − f∥p ≤ ∥Ly(f − g)∥p + ∥Lyg − g∥p + ∥g − f∥p < 3ϵ，证毕.

Step4-2-2：设 U 是 G 在 i 处的一个邻域基. 对任何 U ∈ U，总可以取一个函数 δU ∈ Lp(G) 满足：

(1)supp(δU ) 是紧集且包含于 U，(2)δU ≥ 0 且
∫
G
δUdt = 1，(3) 对任意 x ∈ G 均有 δU (x

−1) = δU (x). 称这
样的 δU 为在 U 内撑起的鼓包函数 (或冲击函数). 显然当 U 遍历 U 时就取出了一列鼓包函数 {δU : U ∈ U}，
由这列鼓包函数就可以“逼近”脉冲函数 (卷积运算的单位元). 严肃来说，对任何 1 ≤ p < ∞ 及 f ∈ Lp(G)，
当 U → {i} 时 ∥δU ∗ f − f∥p → 0, ∥f ∗ δU − f∥p → 0. 证：由于

∫
G
δUdt = 1，我们有 δU ∗ f(x) − f(x) =∫

G
δU (t)[Ltf(x)−f(x)]dt.根据广义Minkowski不等式 ([3]习题 8.16)得 ∥δU ∗f−f∥p ≤

∫
G
δU (t)∥Ltf−f∥pdt ≤

supt∈U ∥Ltf − f∥p. 由 Step4-2-1 知 ∥δU ∗ f − f∥p → 0. 类似地利用条件 (3) 可得 ∥f ∗ δU − f∥p → 0.
Step4-3：对任意 f1, f2 ∈ L1(G)，简记

(
f1(x−1) ∗ f2(x)

)
(t) 为 f ♯1 ∗ f2(t). 不失一般性设 φ ∈ Cp(G) 满足

φ(i) = 1，下面寻找M(Ĝ)中的 µφ 使得 µ̃φ = φ.此结论的证明我们分如下几步给出.首先基于 G上的 Haar测
度可以定义关于 φ 的正定双线性形式 ⟨·|·⟩φ : L1(G)2 → C, (f1, f2) 7→ ⟨f1|f2⟩φ :=

∫∫
G2 φ(s

−1t)f1(s)f2(t)dsdt =∫
G
φ · (f ♯1 ∗ f2)dt.

Step4-3-1：对任意 f ∈ L1(G)，
∣∣ ∫
G
φfdt

∣∣2 ≤ ⟨f |f⟩φ. 证：对于 i 的一个邻域基 U，取一列合适
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的鼓包函数 δU . 由 Cauchy-Schwarz 不等式知 |⟨δU |f⟩φ|2 ≤ ⟨δU |δU ⟩φ · ⟨f |f⟩φ，问题变为研究 ⟨δU |f⟩φ 和
⟨δU |δU ⟩φ 在 U → {i} 时的极限. 因为 f ∈ L1(G)，由 Step4-2-2 知 ∥δ♯U ∗ f − f∥1 = ∥δU ∗ f − f∥1 → 0. 所以
⟨δU |f⟩φ =

∫
G
φ · (δ♯U ∗ f)dt→

∫
G
φfdt(按 1-范数收敛，注意 φ ∈ L∞(G)). 而由定理 1.17(2) 有

∫
G
(δ♯U ∗ δU )dt =∫

G
δU (s)

∫
G
δU (s

−1t)dtds = 1，据此知 δ♯U ∗ δU 仍是一列基于 U 的鼓包函数. 注意到 φ 连续，故存在 U ∈ U 使
得对任意 t ∈ U 总有 |φ(i)− φ(t)| < ϵ，所以

∣∣ ∫
G
φδUdt−

∫
G
φ(i)δUdt

∣∣ ≤ ∫
G
|φ(i)− φ(t)|δU (t)dt < ϵ，据此很容

易得到 ⟨δU |δU ⟩φ →
∫
G
φδUdt→ φ(i) = 1. 对之前的不等式取极限并利用保序性立得

∣∣ ∫
G
φfdt

∣∣2 ≤ ⟨f |f⟩φ.
Step4-3-2：对任意 f ∈ L1(G)，

∣∣ ∫
G
φfdt

∣∣ ≤ ∥f̂∥∞. 证：注意到 φ ∈ L∞(G)，且命题 5.7(1) 蕴含
f ♯ ∗ f = (f ♯ ∗ f)♯. 依照 ⟨·|·⟩φ 的定义，利用 Step4-3-1 很容易归纳得到∣∣∣∣∫
G

φfdt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
G

φ · (f ♯ ∗ f)dt
∣∣∣∣ 12 ≤ · · · ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
G

φ · [(f ♯ ∗ f) ∗ · · · ∗ (f ♯ ∗ f)︸ ︷︷ ︸
2n

]dt

∣∣∣∣∣∣
1

2n+1

≤
(
∥φ∥∞ ·

∥∥∥(f ♯ ∗ f)2n∥∥∥
1

) 1

2n+1

.

由定理 3.7 和命题 3.16(2) 的无幺元版本有
∥∥(f ♯ ∗ f)2n∥∥ 1

2n+1

1
→
√
r(f ♯ ∗ f) =

∥∥ ̂(f ♯ ∗ f)
∥∥ 1

2

∞ =
∥∥∣∣f̂ ∣∣2∥∥ 1

2

∞ = ∥f̂∥∞，
最后一个等号来自于 ess sup 的定义. 对上述归纳得到的不等式取极限即可.

Step4-3-3：利用 Riesz-Markov 表示定理 (见 [3] 定理 6.19) 寻找满足题意的 µφ. 证：注意到泛函

Λ : L1(G) → C, f 7→
∫
G
φfdt 诱导 F(L1(G)) ⊆

(
C0(Ĝ), ∥ · ∥∞

)
上的泛函 Σ : f̂ 7→ Λ(f)，利用定理 5.9 所

述的稠密性知其可延拓成 C0(Ĝ) 上的连续线性泛函 Σ̃. 根据 Riesz-Markov 表示定理，存在唯一 µ′ ∈ M(Ĝ)

使得
∫
G
φfdt = Λ(f) = Σ̃(f̂) =

∫
Ĝ
f̂dµ′ =

∫
G
f(t)

∫
Ĝ
χ(t)dµ′dt 对任意 f ∈ L1(G) 均成立. 由 Step4-3-2，

∥Σ̃∥ = ∥Σ∥ = sup |Σf̂ |
∥f̂∥∞

= sup |
∫
Ĝ
f̂dµ′|

∥f̂∥∞
≤ 1，因此 µ′(Ĝ) =

∫
Ĝ
dµ′ ≤ 1，这意味着关于 t 的函数

∫
Ĝ
χ(t)dµ′ 几乎

处处有界.因为 φ ∈ L∞(G)，由定理 5.9证明的 Step1知 φ(t)−
∫
Ĝ
χ(t)dµ′ 几乎处处有界蕴含 φ(t) =

∫
Ĝ
χ(t)dµ′.

有了这个等式事实上可以得出 1 = φ(i) = µ′(Ĝ). 若令 dµφ(χ) := dµ′(χ−1)，则 µφ 即为所求 (可以验证它是正
测度).

Step5：若 φ,ψ ∈ Cp(G) ∩ L1(G)，则 φ̂dµψ = ψ̂dµφ(这里 µφ, µψ 来自于 Step4，满足 µ̃φ = φ, µ̃ψ = ψ).
证：对任意 h ∈ L1(G)，我们有

∫
Ĝ
ĥdµφ =

∫
Ĝ

∫
G
χ(y−1)h(y)dydµφ

µ̃φ=φ
=====

∫
G
h(y)φ(y−1)dy = h ∗φ(i). 将 h 换

成 h ∗ ψ，就有
∫
Ĝ
ĥψ̂dµφ = (h ∗ ψ) ∗ φ(i) = (h ∗ φ) ∗ ψ(i) =

∫
Ĝ
ĥφ̂dµψ. 而 F(L1(G)) 在 C0(Ĝ) 中稠密，故有

ψ̂dµφ = φ̂dµψ.
Step6：Ĝ上存在唯一双不变 Haar测度，使得对任意 h ∈ Cc(G)∩Cp(G)，均有 h(y) =

∫
Ĝ
ĥ(χ)χ(y)dχ. 证：

我们的目标是寻找 Cc(Ĝ) 上的某个合适的正线性泛函. 设 g ∈ Cc(Ĝ)，由 Step3 知存在非负函数 f ∈
Cc(G) ∩ Cp(G) 使得 f̂ 在 supp(g) 上严格大于 0. 定义 If (g) :=

∫
Ĝ
g

f̂
dµf (这里 µ̃f = f 由 Step4 给出)，由

Step3 选取的 f 保证了该定义是良好的，即 If (g) ̸=∞. 如果由另一个函数 f ′ 给出 If ′(g)，则据 Step5 得等式∫
Ĝ
g

f̂
dµf =

∫
Ĝ

g

f̂ f̂ ′ f̂
′dµf =

∫
Ĝ

g

f̂ f̂ ′ f̂dµf ′ =
∫
Ĝ

g

f̂ ′ dµf ′，由此知 If (g) 不依赖于 f 的选取，故将其简记为 I(g). 易
证 I(g) 关于 g 是线性的，且对任意 g ≥ 0，由于 f̂ ≥ 0 且 µf 是正测度，我们有 I(g) ≥ 0，因此 I : Cc(Ĝ)→ C
是一个正线性泛函 (可以验证 I ̸= 0). 若设 η ∈ Ĝ，取适当的 f ∈ Cp(G) ∩ L1(G) 在 supp(g) ∪ supp(Lηg) 严格
大于 0(保证良好定义)，可以验证 I(Lηg) =

∫
Ĝ
g(η−1χ)

f̂(χ)
dµf (χ) =

∫
Ĝ

g(χ)

f̂(ηχ)
dµf (ηχ) =

∫
Ĝ

g(χ)
̂η(χ)f(χ)

dµηf (χ) = I(g)，

因此 I 还是平移不变的. 应用 Riesz 表示定理得到 Ĝ 上存在唯一双不变 Haar 测度 µ̂ 使得对任意 g ∈ Cc(Ĝ)
均有 I(g) =

∫
Ĝ
gdµ̂. 在测度 µ̂ 下，任意 h ∈ Cc(G) ∩ Cp(G), g ∈ Cc(Ĝ)，注意到 ĥ 连续，由 Step5 有∫

Ĝ
ĥgdµ̂ = I(ĥg) =

∫
Ĝ
gdµh，因此 ĥdµ̂ = dµh 几乎处处成立，故 ĥ ∈ L1(Ĝ). 在这个前提下，可以计算得̂̂

h(y) =
∫
Ĝ
ĥ(χ)χ(y)dµ̂χ =

∫
Ĝ
χ(y)dµh = µ̃h = h(y).

Step7：F(L1(G)∩L2(G))是 L2(Ĝ)的稠密子空间. 证：设 g ∈ L2(Ĝ)满足 g ⊥ {f̂ : f ∈ L1(G)∩L2(G)}.
对任意 f ∈ L1(G)∩L2(G)以及任意 y ∈ G，有 0 =

∫
Ĝ
gL̂yfdχ =

∫
Ĝ
χ(y)f̂(χ)g(χ)dχ. 若记 dµχ := f̂(χ)g(χ)dχ，

则根据 Step4-1 有 µχ = 0，于是 f̂g 几乎处处为 0. 此时再利用 Step3 就可以证明 g 几乎处处为 0.
Step8：L1(G) ∩ L2(G) 上的 Fourier 变换透过 Cc(G) 可唯一地延拓成 Hilbert 空间的酉同构 τ : L2(G)

∼→
L2(Ĝ). 证：设 f ∈ Cc(G)，则由 Step2 和 Step3 知 f ∗ f ♯ ∈ Cc(G) ∩ Cp(G)，且 ̂(f ∗ f ♯) = |f̂ |2. 由 Step6 找到
Ĝ 上的双不变 Haar 测度，在该测度下有

∫
G
|f(x)|2dx = f ∗ f ♯(i) =

∫
Ĝ
f̂ ∗ f ♯(χ)dχ =

∫
Ĝ
|f̂(χ)|2dχ，因此映射

Cc(G)→ L2(Ĝ), f 7→ f̂ 保持 2-范数，利用稠密性知其可唯一地延拓成等距线性映射 τ : L2(G)→ L2(Ĝ), f 7→ f̂ .
等距线性映射显然是单的，而 Step7 告诉我们 τ 还是满的，继而 τ 是 Hilbert 空间的等距同构. 由于有等式
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⟨τf |τg⟩L2 = 1
4 (∥τf + τg∥22 − ∥τf − τg∥22 + i∥τf + iτg∥22 − i∥τf − iτg∥22) = ⟨f |g⟩L2，我们知道 τ 还是酉同构，

这就完成了证明.�
声明 今后凡涉及到对偶群上的分析，选用的测度均是由定理 5.11 给出的对偶测度.
定理 5.11 的证明非构造性证明，因此对偶测度一般没有显式表达. 我们判断对偶群上的某个双不变 Haar

测度是否为对偶测度，根据 Plancherel 定理只需要研究在该测度下是否存在某个积分非零 L1 函数的 Fourier
变换保持 2-范数 (若不然，根据定理 1.15，这个测度离真正的对偶测度只会相差乘一个常数). 换言之，如同注
意 1.16，定理 5.11 虽然看上去牛逼，但实际用来构造对偶测度时则捉襟见肘.

回顾定义 5.8，彼时我们并没有定义 L2(G) \ L1(G) 中函数的 Fourier 变换，而定理 5.11 却直接把 Fourier
变换延拓到了 L2(G) 上，这使得我们能够借助 L2-空间的特殊性质来处理一些问题. 例如有：

推论 5.12(Parseval 恒等式) 对任意 f, g ∈ L2(G)，我们有
∫
G
f(y)g(y)dy =

∫
Ĝ
f̂(χ)ĝ(χ)dχ. 此即定理

5.11 中“酉同构”的直接翻译.
例 取 G := R/Z，Ĝ = Z. 利用推论 5.12 我们可以得到经典 Fourier 分析中的 Parseval 恒等式：若以

f̂ ♯(n) := 1
2π

∫ π
−π f(t)e

−itndt代表可积函数 f 的第 n个 Fourier系数，ĝ♯(n)代表可积函数 g的第 n个 Fourier系

数，则 1
2π

∫ π
−π f(x)g(x)dx =

∑
n∈Z f̂

♯(n)ĝ♯(n). 特别地有 ∥f∥22 = 1
2π

∫ π
−π |f(x)|

2dx =
∑
n∈Z |f̂ ♯(n)|2 = ∥f̂ ♯(n)∥22.

推论 5.13 设 f, g ∈ L2(G). 如果 f · g ∈ L1(G)，则 f̂ · g = f̂ ∗ ĝ(请与定理 5.9 中 f̂ ∗ g = f̂ · ĝ 比较).
证明 对任意 χ0 ∈ Ĝ，由推论 5.12有 f̂ · g(χ0) =

∫
G
f(y)g(y)χ0(y)dy =

∫
Ĝ
f̂(χ)ĝ(χ−1χ0)dχ = f̂ ∗ ĝ(χ0).�

推论 5.14(Fourier 反演) 定理 5.11 中酉同构 τ 的逆映射即定义 5.8 中定义的 Fourier 逆变换. 换句话
说，若 f ∈ L1(G) 且 f̂ ∈ L1(Ĝ)，那么

̂̂
f = f 在 G 上几乎处处成立；若 f ∈ L2(G)，那么

̂̂
f = τ−1τ(f) = f .

特别地，可以证明 Fourier 变换及其逆变换给出了双射 spanC{Cp(G)} ∩ L1(G)
∼←→ spanC{Cp(Ĝ)} ∩ L1(Ĝ)(见

[1] 推论 3.19 和 [1]Chapter3.4).
证明 如果 f ∈ L1(G) ∩ L2(G) 满足 f̂ ∈ Cc(Ĝ)，则对任意 g ∈ Cc(G)，由推论 5.12 和定义 5.8 有∫

G
fgdx =

∫
Ĝ
f̂ ĝdχ =

∫
G
g(y)(

∫
Ĝ
f̂(χ)χ(y)dχ)dy =

∫
G

̂̂
fgdx.�

推论 5.15 F(L1(G)) 中的元素一定可表成 L2(Ĝ) 中两个函数的卷积；反过来，L2(Ĝ) 中两个函数的卷积

一定落在 F(L1(G)) 中.
证明 若 h ∈ L1(G)，则存在 f, g ∈ L2(G) 使得 f · g = h

(
例如 h = p · |p|，其中 p(x) =

{ h(x)√
|h(x)|

h(x) ̸=0

0 h(x)=0
∈

L2(G)
)

.此时有 ĥ = f̂ ∗ ĝ.反过来，由定理 5.11知 L2(Ĝ)中的函数形如 f̂，其中 f ∈ L2(G). 对于 f̂ , ĝ ∈ L2(Ĝ)，

根据 Hölder 不等式有 f · g ∈ L1(G)，再由推论 5.13 立得 f̂ · g = f̂ ∗ ĝ ∈ F(L1(G)).�
作为本节最重要的定理之一，我们给出 Pontryagin 对偶定理及其证明.
定理 5.16(Pontryagin 对偶) 设 G 是局部紧 Abel 群，则由命题 5.5(4) 知 Ĝ 也是局部紧 Abel 群. 此时

有拓扑群同构 α : G→ ̂̂
G,α(y)(χ) := χ(y).

证明 Step1：对任意 y ∈ G，α(y) ∈ ̂̂G(即 α(y) : Ĝ → S1, χ 7→ χ(y) 是连续同态). 证：由命题 5.5(1)，
适当选取紧集 K 满足 χtri ∈WK,N(1) ⊆ {χ ∈ Ĝ : χ(y) ∈ N(1)} = (α(y))−1(N(1)) 即可.

Step2：α 是单的. 证：这是定理 4.11 的直接推论，因为 G 的特征标恰来自于拓扑不可约的酉拓扑表示.
Step3：设 H 是局部紧群 G 的子群. 如果 H 在配备了子空间拓扑之后是局部紧的，则 H 是 G 的闭子

群. 证：若 H 局部紧，则存在开邻域 i ∈ U ⊆ G 使得 U ∩H ⊆ H 是紧集. 又由于 U ∩H 在 G 中也是紧

集，根据 [4] 推论 7.2.2 知其还是 G 中的闭集，因此 U ∩H 也是 U ∩H 在 G 中的闭包. 现设 x ∈ H. 取对称
邻域 i ∈ V ⊆ G 使得 V V ⊆ U，取 {xn} ⊆ xV ∩H 使得 xn → x. 由命题 1.3(3) 知 H 是子群，故 x−1 ∈ H，
所以 V x−1 ∩ H ̸= ∅. 取 y ∈ V x−1 ∩ H，显然有 yxn ∈ (V x−1)(xV ) = V V ⊆ U ∩ H. 由于 yxn → yx，故

yx ∈ U ∩H ⊆ H，因此 x = y−1(yx) ∈ H.
Step4：α : G→ α(G) 是同胚，因此 α(G) 局部紧. 证：对 χtri ∈ Ĝ 的一个紧邻域 K̂ 以及 1 ∈ S1 的开邻

域 V，可以验证有等式 α(α−1(WK̂,V ) ∩G) = WK̂,V ∩ α(G)，因此在 i ∈ G 或 α(i) ∈ α(G) 处 α 或 α−1 连续，

再利用平移变换 (注意 1.2) 将该连续性扩充到整个 G 或 α(G) 即可.
Step5：α 是满的. 证：反证法，设 x ∈ ̂̂G \ α(G). 由 Step3 和 Step4 知 α(G) ⊆ ̂̂

G 是闭子群. 取 ̂̂
G 中

i 的一个对称邻域 V 使得 xV V ∩ α(G) = ∅，按定理 5.11 中 Step3 的办法取非负函数 0 ̸= ϕ, ψ ∈ Cc(
̂̂
G)

满足 supp(ϕ) ⊆ xV, supp(ψ) ⊆ V . 显然 ϕ ∗ ψ ̸= 0 且 supp(ϕ ∗ ψ) ∩ α(G) = ∅(注意 supp(ϕ ∗ ψ) ⊆
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supp(ϕ) · supp(ψ) ⊆ xV V ). 由推论 5.15，存在 h ∈ L1(Ĝ) 使得 ϕ ∗ ψ = ĥ. 但由于对任何 y ∈ G 均有

0 = ĥ(α(y−1)) =
∫
Ĝ
h(χ)α(y)(χ)dχ =

∫
Ĝ
χ(y)h(χ)dχ，因而 h = 0，自然也有 ĥ = ϕ ∗ ψ = 0，矛盾.�

接下来将要介绍自守形式理论中颇为重要的 Poisson 求和公式，它本质上是联系子群 H 和商群 G/H 的对

偶. 先约定记号：设 G 是局部紧 Abel 群，如果 H 是 G 的闭子群，则记 H⊥ := {χ ∈ Ĝ : ∀y ∈ H,χ(y) = 1}.
根据命题 5.5(2) 可以证明 H⊥ 是 Ĝ 的闭子群 (由于 G 是 Abel 群，所以这里出现的子群均是正规的).

引理 5.17 设 G 是局部紧 Abel 群. 对任何 G 的闭子群 H，有：(1) 运算 (·)⊥ 反转包含关系，特别地有
(H⊥)⊥ = H. 因此根据定理 5.16 可以发现 (·)⊥ : {G的闭子群} ∼−→ {Ĝ的闭子群} 是一个广义 Galois 对应；(2)
映射 Φ : Ĝ/H

∼→ H⊥, χ 7→ χ ◦ (G proj−→ G/H)、Ψ : Ĝ/H⊥ → Ĥ, χH⊥ 7→ χ|H 均给出拓扑群的同构.
推论 5.18(Poisson 求和公式) 设 H 是局部紧 Abel 群 G 的闭子群. 对于 f ∈ Cc(G)，定义 F (xH) :=∫

H
f(xy)dy ∈ Cc(G/H). 若将 Ĝ/H 与 H⊥ 等同 (引理 5.17)，则有 F̂ = f̂ |H⊥ . 此外，如果还要求 f̂ |H⊥ ∈

L1(H⊥)，则在合适的 Haar 测度下有
∫
H
f(yt)dt =

∫
H⊥ f̂(χ)χ(y)dχ.

证明 若 χ ∈ H⊥，则对任意 y ∈ H 均有 χ(xy) = χ(x). 因此 F̂ (χ) =
∫
G/H

∫
H
f(xy)χ(xy)dyd(xH) =∫

G
f(x)χ(x)dx = f̂(χ). 此外，若还有 f̂ |H⊥ ∈ L1(H⊥)，则根据推论 5.14 可推得后半部分.�
例 取 G := (R,+),H := Z，则 Ĝ = R,H⊥ = Z. 此时推论 5.18 即

∑
n∈Z f(x + n) =

∑
n∈Z f̂(n)e

inx. 特
别当 x = 0 时有

∑
n∈Z f(n) =

∑
n∈Z f̂(n).

6、回顾代数数论

此处不加证明地罗列一些代数数论方面的基本概念 (相应的证明在任何一本代数数论教材中都可以找到)，
以保证本文结构的完整. 这些理论将会在第 7 节中用到.

定义 6.1(赋值环与 Dedekind 整环) 设 A 是整环，记它的分式域为 K(下同).
(1) 若对任意 x ∈ K，x ∈ A 和 x−1 ∈ A 必有一者成立，则称 A 是一个赋值环.
(2) 若 A 是仅有唯一非零素理想的主理想整环，则称 A 是一个离散赋值环.
(3) 若 A 是 Noether 整闭整环，且每个非零素理想均极大，则称 A 为 Dedekind 整环.
Dedekind 整环是 Z 的某种推广. 具体的讲，它推广了 Z 上的算术：
定理 6.2(算术基本定理) 设 A 是 Dedekind 整环，则任何理想 a ̸= (1) 可唯一地分解为 a = pr11 · · · prnn ，

其中 pi ∈ spec(A) 两两不同且 ri ∈ Z>0.
接下来我们将解释定义 6.1 中“赋值”一词的含义.
定义 6.3(赋值) 设 K 是一个域，(Γ,+,≥) 是一个全序 Abel 群. 考虑集合 Γ∗ := Γ ∪ {∞}，定义 Γ∗ 中涉

及 ∞ 的序关系和运算为 ∞ ≥ a,∞+ a = a+∞ =∞(∀a ∈ Γ). 域 K 的一个赋值是指一个映射 v : K → Γ∗，满

足：(1)v(a) =∞ 当且仅当 a = 0；(2)v|K× : K× → Γ 是一个非零 Abel 群同态；(3)v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}.
设 v : K → Γ∗ 是一个赋值，定义 K 的值群为 v(K×)，这是 Γ 的一个加法子群；定义 K 的赋值环为

{x ∈ K : v(x) ≥ 0}，它有唯一极大理想 {x ∈ K : v(x) > 0}，称赋值环模去该极大理想得到的域为 K 的剩余

域.
特别地，若值群 v(K×) 同构于 Z 的某个加法子群，则称这时的赋值为离散赋值.
与赋值相呼应，我们有“绝对值”的概念. 不同于第 2 节，“绝对值”可以给出构造 p-进整数环的另一个办

法——把它看成域 Q 在某个“度量”下完备化之后的域的“整数环”. 当然我们得先给出“度量”的概念：
定义 6.4(绝对值) 设 K 是一个域，K 上的一个绝对值是指函数 | · | : K → R≥0, x 7→ |x|，满足：(1、正定

性)|x| ≥ 0，|x| = 0当且仅当 x = 0；(2、齐次性)|xy| = |x||y|；(3、三角不等式)|x+y| ≤ |x|+ |y|.条件 (1)、(2)
告诉我们绝对值 | · | 诱导了同态 K× → R>0，因此 | · | 将 K× 中的任何单位根映为 1. 显见，绝对值诱导了 K

上的度量 d(x, y) := |x− y|. 此外，如果绝对值 | · | 还满足条件 (3) 的加强版：|x+ y| ≤ max{|x|, |y|}，则称其为
non-Archimedean 绝对值，相应诱导的度量则称为 non-Archimedean 度量. 显然对于 non-Archimedean
度量有三角不等式：d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(y, z)} ≤ d(x, z) + d(y, z).

所谓 Archimedean 绝对值 (度量) 即非 non-Archimedean 的绝对值 (度量)，其最简单的例子就是通常意
义下的绝对值 (不妨记作 | · |∞).
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注意 6.5 容易发现绝对值的定义与范数无异，采用“绝对值”的称呼只是为了和代数数论中域扩张的

“范数”加以区分.
注意 6.6 离散赋值可以诱导绝对值

(
v ⇒ |· |v := t−v(·)

)
，反之亦然

(
| · | ⇒ v(·) := − logt | · |

)
. 这里 t ∈ R>1.

因此可以用绝对值的语言重新描述赋值环等相关研究对象：

(1) 域 K 的赋值环为 {x ∈ K : v(x) ≥ 0} = {x ∈ K : |x|v ≤ 1}；
(2) 赋值环有唯一极大理想 {x ∈ K : v(x) > 0} = {x ∈ K : |x|v < 1}；
(3) 赋值环中的单位为 {x ∈ K : v(x) = 0} = {x ∈ K : |x|v = 1}.
例 (p-进数域) 设 p 是素数 (下同). 对任意 r ∈ Q，均存在 kr, sr, tr ∈ Z 使得 r = pkr srtr，其中 (sr, pr) =

(tr, pr) = 1. 定义p-进绝对值为 | · |p : Q → R≥0, 0 7→ 0, r 7→ p−kr . 例如 | 23 |5 = 1, | 2518 |3 = 9, |4|2 = 1
4 . 可以证明，

| · |p 是一个 non-Archimedean 绝对值 (见 [12] 引理 4.1.3). 数域 Q 关于该绝对值诱导度量的完备化称为p-进数
域 (或 Q 的 p-进完备化)，记作 Qp.

注意 6.7 我们总结一下迄今为止出现的所有关于 p-进 (整) 数的构造.
• p-进整数环 (不可数、T2、紧且完全不连通)：

Zp = lim←−Z/pn Z

∞∑
i=0

aip
i↔(a0+pZ,a0+a1p+p2 Z,··· )

========================

{ ∞∑
i=0

aip
i : 0 ≤ ai < p

}
[2] 命题 2.2.6
========== Z[[x]]/(x− p)

[2] 命题 2.2.3
========== Z在(Qp, | · |p)中的拓扑闭包

|x+y|≤max{|x|,|y|}
============== {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} := O|·|p .

• p-进数域 (不可数、T2、局部紧且完全不连通)：

Qp = (Q, | · |p)
[5] 例 5.19
======== Frac(Zp)

p−i Zp={x∈Qp:|x|p≤pi}
=================

∞∪
i=0

p−i Zp =

{ ∞∑
i=−N

aip
i : N ∈ Z≥0, 0 ≤ ai < p

}
.

设 | · | 是 K 上的一个绝对值且 K 在 | · | 下完备. 称子环 O|·| := {x ∈ K : |x| ≤ 1} 为 K 关于绝对值 | · | 的
整数环. 根据注意 6.6，这实际上是 K 按绝对值 | · | 的赋值环 (因此是局部整闭整环，记它的唯一极大理想为
m|·|). 应该留意，这里的 O 并非指经典的代数整数环 (它是代数整数环 O 这个概念的推广，因为此处需要考虑
完备化的影响. 实际上可以证明 Z =

∩
p<∞(Zp ∩Q)，故称 O 为完备化意义下的“整数环”是相当合理的). 譬

如说若 K = Qp，作为集合 OQp 可数但 O|·|p 不可数.
回到定义 6.3，彼时只给出了赋值的定义，并没有说明它和赋值环的关系. 现说明如下：
命题 6.8 (1) 环 A 是离散赋值环当且仅当它是局部 Dedekind 整环；
(2) 整环 A 是赋值环当且仅当存在满的赋值映射 v : K → Γ∗ 使得 A 是 K 的赋值环；

(3) 整环 A 是离散赋值环当且仅当存在离散赋值 v : K → Z∗ 使得 A 是 K 的赋值环；

(4) 设 A 是离散赋值环，由 (3) 给出离散赋值 v : K → Z∗. 定义新的赋值映射 v′ : K → Z∗, x 7→ v(x)
|Z/v(K×)|，

显然这是满射
(
称这样的 v′ 为标准离散赋值. 此时满足 v′(ϖ) = 1 的 ϖ 称为单值化子 (uniformizer)

)
，因此根

据 (2) 知离散赋值环都是赋值环.
例 设MX 是紧 Riemann 曲面 X 的亚纯函数域. 任给 p ∈ X，定义MX 上的离散赋值为 ordp(f) := f

在 p 处 Laurent 展开的最低次. 这是一个标准离散赋值. 应该留意，根据注意 6.6，若记MX 在离散赋值 ordp
下的赋值环为 Op，则 X 的全纯函数环 OX =

∩
p∈X Op. 这个形式可以推广到整体域及其素点上，见命题 6.16.

例 设局部 Dedekind 整环 A 有唯一非零素主理想 p := (ϖ)，a ∈ A. 由定理 6.2 知存在 v(a) ∈ Z≥0 使

得 (a) = pv(a)，因此任何 A 中的元素 a 都可表成 a = ϵϖv(a)，其中 ϵ ∈ A×. 很自然地，对于分式域 K 定义

x = a
b ∈ K 的赋值为 v(x) := v(a)− v(b)，这样就找到了 K 的一个标准离散赋值.
此处我们可以在某种意义下推广中国剩余定理，得到弱逼近定理. 当然也有强逼近定理，见定理 7.12. 设 A

是 Dedekind 整环，根据定理 6.2，由于任何 a ∈ A 生成的主理想总有唯一分解 (a) =
∏

p∈spec(A) p
rp(a)

(
至多有

限个 rp(a) ̸= 0
)
，故仿上例可定义 x = a

b ∈ K 在素理想 p 处的离散赋值为 vp(x) := rp(a)− rp(b)，相对应的绝
对值则为 |x|p := e−vp(x)(这里不妨取 e 为自然对数的底数).

定理 6.9(弱逼近) 设 x1, · · · , xn 是 Dedekind 整环 A 中的元素，p1, · · · , pn 为 A 的两两互素的素理想.
任给正整数 n，总存在 x ∈ A 使得对任意 i = 1, · · · , n 均有 vpi(x− xi) > n.

换句话说，设 | · |1, · · · , | · |n 为 K 上 n 个两两不等价的绝对值
(
称域 K 上的两个绝对值 | · |, | · |′ 等价，如

果任何 | · | 诱导度量下的 Cauchy 序列当且仅当是 | · |′ 诱导度量下的 Cauchy 序列
)
，则对任意 x1, · · · , xn ∈ K，
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任意 ϵ > 0，总存在 x ∈ K 使得对任意 i = 1, · · · , n 均有 |x− xi|i < ϵ.
证明 显见 pn+1

i 两两互素，由中国剩余定理知存在 x ∈ A 使得 x ≡ xi(mod pn+1
i )，即 vpi(x− xi) > n.�

像上面这样体现局部—整体之间联系的现象在代数数论当中还有很多. 譬如我们最为关心的研究对象：
定义 6.10(局部域、整体域) 域 K 称为局部域 (local field)，如果存在非平凡绝对值使得 K 在该绝对值

诱导的度量下是局部紧的 (根据命题 1.11 知此时 K 还是完备的). 局部域的分类如下：(1)Archimedean 局部域、
特征 0：R 或 C；(2)non-Archimedean 局部域、特征 0：Qp 的有限扩张；(3)non-Archimedean 局部域、特征
p > 0：Fq((t)) := Frac(Fq[[t]]).

局部域来自于整体域的完备化. 域 K 称为整体域 (global field)，如果 K 是如下两类域扩张之一：(1) K/Q
是有限扩张；(2)K/Fq(t) 是有限扩张，这里 t 是 Fq 上的超越元.

特别地，称 Q、Fq(t) 为素整体域. 研究这两类整体域的算术性质是算术几何的核心问题 (实际上讨论 Q 上
的问题要更加困难一些，因为这种情况下对应的几何具有某种“刚性”).

定义 6.11(素点) 设 K 是一个整体域. 所谓域 K 上的一个素点 (place. 本文中一般用 v 来表示素点)，是
指某个绝对值所在的等价类. 更精确的，与 non-Archimedean 绝对值等价的叫有限素点 (记作 v <∞)，其余的
则叫无穷素点 (记作 v ∈ ∞).

接下来这个定理给出了素整体域上所有素点的描述 (证明见 [1] 定理 4.30，此处不再赘述)：
定理 6.12(Ostrowski) (1)Q 上的绝对值必等价于 | · |p(p 是素数) 或 | · |∞ 之一. 换言之，Q 的素点即每

个素数 p 确定的有限素点 | · |p 与 ∞ 确定的无穷素点 | · |∞. (2)Fq(t) 的素点即不可约多项式 P (t) ∈ Fq[t] 确定
的有限素点

∣∣ f
g

∣∣
P
:= q− deg(P )·a(这里 f

g = P a uv , P - u, P - v
)
与 ∞ 确定的无穷素点

∣∣ f
g

∣∣
∞ := qdeg(f)−deg(g).

不出意外，整体域上的有限素点可由素理想描述. 一般地，我们有如下定理：
定理 6.13 设 K 是整体域，则 K 上的素点都来自于下述几种情形之一：

• 如果 K/Q 是有限扩张，则：
(1.1) 任何非零素理想 p ∈ spec(OK) 都唯一地对应了 K 的一个有限素点 | · |p := |OK/ p|−vp(·)；
(1.2) 任何实嵌入 σ : K ↩→ R 都唯一地对应了 K 的一个无穷素点 | · |∞ := |σ(·)|；
(1.3) 任何一对互相共轭的复嵌入 σ, σ : K ↩→ C 都唯一地对应了 K 的一个无穷素点 | · |∞ := σ(·)σ(·). 注

意，此处的绝对值并不满足三角不等式. 但由于它与绝对值
√
σ(·)σ(·) 诱导的拓扑一致，并且为了之后的结论

更加简洁
(
例如取 K = C 时，若记 Lebesgue 面积测度为 dz，则 d(rz) = r2dz，此时测度 dz

zz 关于乘法平移不

变
)
，我们仍把它看成绝对值.
•(见 [22]Chapter3.2) 如果 K/Fq(t) 是有限扩张，A,B 分别为 Fq[t],Fq[t−1] 在 K 中的整闭包 (可以证明

A,B 均是 Dedekind 整环)，设主理想 (t−1) 在 B 中有分解 (t−1)B = qt11 · · · q
tg
g

(
g <∞, qi ∈ spec(B)

)
，则：

(2.1) 任何非零素理想 p ∈ spec(A) 都唯一地对应了 K 的一个有限素点 | · |p := |A/ p|−vp(·)；
(2.2) 这 g 个素理想 qi ∈ spec(B) 分别唯一地对应了 K 的 g 个无穷素点 | · |qi = |B/qi|deg(·).
上述列举出的绝对值均称为标准绝对值. 此外，由于局部域来自于整体域在某个绝对值下的完备化，故这

些标准绝对值可以自然延拓成相应局部域上的标准绝对值.
当然，我们还关心素点/绝对值/赋值的提升或限制问题. 对此我们有如下结论：
命题 6.14(提升) 设 L/K 是有限扩张，称 L 上的绝对值 | · |L 是 K 上绝对值 | · |K 的提升，如果对任意

x ∈ K 均有 |x|L = |x|K . 我们有：
(1)设 K 在 | · |K 下完备且 L/K 是 n次有限扩张，则在 L上存在唯一 | · |K 的提升 | · |L := |NormL/K(·)|

1
n

K .
特别地，若 L/K 分别在标准绝对值 | · |L, | · |K 下完备，则有关于标准绝对值的提升 | · |L = |NormL/K(·)|K .

(2) 若 K 在 | · |K 下不完备且 L/K 是 n 次可分扩张，则 | · |K 至多有 n 种提升到 L 上绝对值的方式 (不
妨设有 J ≤ n 种). 若记 K 为 K 在 | · |K 下的完备化，且对 | · |K 的某个提升 | · |L,i(1 ≤ i ≤ J)，记 L 在 | · |L,i
下的完备化为 Li，则有

⊕
1≤i≤J Li

∼= K ⊗K L.
(3) 设 L/K 是可分扩张，| · |K 是 K 上的一个标准绝对值. 若记标准绝对值 | · |L,i(1 ≤ i ≤ J) 来自于 | · |K

的 J 种互不等价的提升，则对任意 x ∈ L，有
∏

1≤i≤J |x|L,i = |NormL/K(x)|K .
可以将这些结论转化成素点的语言：设 L/K 是 n次有限扩张，w, v 分别是 L,K 上的素点. 称 w 整除v(记

作 w|v)，如果 w 代表的绝对值限制到 K 上与 v 等价. 若记 K,L 在素点 v, w 处的完备化分别为 Kv, Lw，相应

的整数环分别为 Ov,Ow，记 L̃v :=
⊕

w|v Lw, Õv :=
⊕

w|v Ow，则：
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(4) 对于数域 K,L 上满足 w|v 的任何有限素点 v, w，由定理 6.13(1.1) 知 v, w 分别唯一地对应了某个素理

想 pv ∈ spec(OK),Pw ∈ spec(OL). 此时有 Pw ∩ OK = pv.
(5) 对于数域 K,L 上满足 w|v 的任何无穷素点 v, w，由定理 6.13(1.2,1.3) 知 w 对应了某个嵌入 L

σ
↩→ C，

使得 σ(或 σ) 提升了 v 对应的嵌入.
(6) 若 L/K 可分，则由命题 6.14(2) 知 L̃v ∼= Kv ⊗K L.
(7) 若 w|v，则有嵌入 Kv ↩→ Lw ↩→ L̃v 使 L̃v 成为一个交换 Kv-代数，其维数为

∑
w|v[Lw : Kv] = n.

例 考虑 2-次扩张 C/R，此时 |x+ iy|C := |NormC/R(x+ iy)|1/2R =
√
x2 + y2(非标准).

命题 6.15(乘积公式) 设 K 是整体域，0 ̸= x ∈ K，则当 | · |v 跑遍 K 的所有标准绝对值时，|x|v = 1 几

乎处处成立，且
∏
|x|v = 1.

证明 仅证数域情形.
Step1：在等价的意义下至多只有有限多个 K 的绝对值 | · |1, · · · , | · |n 使得 |x|i > 1(i = 1, · · · , n). 证：

若 K = Q，则由定理 6.12 知命题显然成立
(
注意到 n

d ∈ Q 且
∣∣n
d

∣∣
p
> 1 蕴含 p|d

)
. 现设 K/Q 是有限扩

张，则 x 满足方程 xn + rn−1x
n−1 + · · · + r0 = 0(ri ∈ Q). 设 | · | 来自于 Q 上绝对值 | · |p 的提升使得

1 < |x| = |x|1−n · | − (rn−1x
n−1 + · · ·+ r0)| ≤ max{|x|1−n, 1} · max

0≤i≤n−1
{|ri|p} ≤ max

0≤i≤n−1
{|ri|p}，即存在 i 使得

|ri|p > 1. 若有无穷多个 | · | 使得 |x| > 1，则至少有某个 ri 对无穷多个 p 满足 |ri|p > 1，矛盾.
Step2：乘积公式成立. 证：由 Step1 知几乎所有的 |x|v ≤ 1，同样 1

|x|v =
∣∣ 1
x

∣∣
v
≤ 1 对几乎所有的 v 成

立，故 |x|v = 1 几乎处处成立. 现设 w 跑遍素整体域 Q 的所有素点，取对应的标准绝对值为 | · |w，则由命题
6.14(3) 知

∏
v |x|v =

∏
w

(∏
v|w |x|v

)
=
∏
w |NormK/Q(x)|w，如此问题化归为只要证 K = Q 的情况：设有素

数分解 x = pt11 · · · ptnn ，显然
∏
w |x|w = |x| ·

∏
p<∞ |x|p = 1.�

在代数几何中，如果 A 是 Dedekind 整环，Ospec(A) 是 spec(A) 上的结构层，则有 Γ
(

spec(A),Ospec(A)

)
=

A =
∩

p∈spec(A)Ap，即整体截面 (global section) 是所有茎 (stalk) 的交. 类比这种关系我们有如下结论：
命题 6.16 设 K 是一个整体域，定义 K 的整数环为 OK :=

∩
v<∞
{x ∈ K : |x|v ≤ 1} =

∩
v<∞

(Ov ∩K)，则：

(1)OK 是 Dedekind 整环.
(2) 若 char(K) = 0，则 OK = OK，即 OK 等于 Z 在 K 中的整闭包；若 char(K) > 0，则 OK 等于 Fq[t]

在 K 中的整闭包.
在代数数论中，一个数域的代数整数环一定是 Dedekind 整环但不一定是 UFD(例如 OQ[

√
−5] = Z[

√
−5])，

这使得 Kummer 最终不能使用他的理论来完整证明 Femart 最后定理. 而衡量一个 Dedekind 整环离 UFD 还差
多远的指标，就是我们即将介绍的理想类群：

命题 6.17(理想类群) 设 A 是一个 Dedekind 整环.A 的一个分式理想 (fractional ideal) 是指 A-模 K 的

一个非零 A- 子模 a，满足存在 0 ̸= d ∈ K 使得 da ⊆ A. 对任意 0 ̸= b ∈ K，定义分式理想 (b) := {ba : a ∈ A}，
称形如此的分式理想为分式主理想. 若定义两个分式理想的运算为 a · b :=

{∑
i aibi : ai ∈ a, bi ∈ b

}
，则所有分

式理想关于该运算作成一个自由 Abel 群，记作 Id(A). 而所有分式主理想构成这个群的一个正规子群，记作
P(A). 商群 Id(A)/P(A) 称为 A 的理想类群，记作 Cl(A)，该群的阶称为 A 的类数.

设 K 是一个数域，称 Cl(OK) 为域 K 的理想类群，记作 Cl(K)，其阶称为域 K 的类数.
命题 6.18(类数有限) Minkowski 理论告诉我们数域 K 的类数都是有限的. 例如 Q[

√
−n] 的类数为 1(其

中 n = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163)；Q[
√
−5] 的类数为 2(也就是说 Z[

√
−5] 非 UFD).

下面介绍分歧理论，这是代数数论中最经典的内容之一.
定义 6.19(分歧) 设 A 是 Dedekind 整环，K = Frac(A)，L/K 是有限可分扩张，B 为 A 在 L 中

的整闭包. 可以证明 B 也是 Dedekind 整环. 由算术基本定理 (定理 6.2)，对任意 p ∈ spec(A)，总有分解
pB = Pe1

1 · · ·P
eg
g (ei ≥ 1). 称 P ∈ spec(B) 整除p(记作 P| p. 不难发现 P| p 当且仅当 p = P ∩K)，如果 P 出

现在上述分解中；而上述分解中的 ei 称为分歧指数，记作 e(P/ p). 若存在 P| p 使得 e(P/ p) > 1，则称 p 在

L(或 B) 中的 P 处分歧，而 [B/P : A/ p] 则称为 p 在 P 处的剩余指数，记作 f(P/ p). 称上述分解中的 g 为 p

的惯性指数.
设 p ∈ spec(A). 称 p 在 L 中完全分裂，如果对任意 i 均有 ei = fi = 1；称 p 在 L 中惯性 (inert)，如果

pB ∈ spec(B)，此时 e = g = 1.
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例 设有域扩张 Q[i]/Q,OQ = Z,OQ[i] = Z[i]. 验证得理想 (2) = (1 + i)2，故此时 e = 2, f = 1, g = 1；素

理想 (3) 是惯性的，因为 Z[i]/(3) = F9，此时 e = 1, f = 2, g = 1；理想 (5) = (2 + i)(2− i) 是完全分裂的.
定理 6.20 设 L/K 是 n 次可分扩张，P1, · · · ,Pg 整除 p ∈ spec(A)，则

∑g
i=1 eifi = n. 特别地，如果

L/K 还是 Galois 扩张，则所有的 ei 相等，所有的 fi 相等，且 efg = n.
注意 6.21 拓扑上来说，若设 X,Y 为可定向 2 维连通曲面 (仅考虑拓扑流形结构)，f : Y → X 是分歧覆

叠映射，则对任意 y ∈ Y，成立等式
∑
x∈f−1(y) e(x) = deg(f). 这里 deg(f) 指分歧覆叠映射 f 的次数，e(x) 指

x 处的分歧指数. 例如考虑分歧覆叠 f : C→ C, z 7→ z2，则 deg(f) = 2, e(0) = 2, e(C×) = 1.
注意 6.22 设 L/K 是可分扩张.定理 6.13告诉我们，K 的有限素点 vp、标准 non-Archimedean离散赋值

vp(·)、标准 non-Archimedean 绝对值 | · |vp 与 OK 的素理想 p 均一一对应. 根据定理 6.2，pOL = Pe1
1 · · ·P

eg
g ，

而素理想 Pi ∈ spec(OL) 则唯一地对应了 vp 在 L 上的某个提升：有限素点 wPi、标准 non-Archimedean 离散
赋值 wPi(·)、标准 non-Archimedean 绝对值 | · |wPi

(分歧指数被标准化抹去). 为此我们可以说命题 6.14 所描述
的素点/绝对值/赋值的提升实际上正由理想的素分解唯一地给出.

7、Adèle 和 Idèle

在类域论中会出现两个重要的代数对象：Adele 和 Idele，本节的目标就是介绍这两个代数对象的构造办法
以及相关性质 (对应 [15]Chapter3)，为之后使用调和分析作准备.

在研究整体域 (例如 Q) 的算术性质时，常常会遇到需要同时考虑该域在所有素点处完备化的情况. 为此，
我们希望找到一个拓扑群，它包含这些完备化的所有信息——自然地我们把目光抛向直积 Π. 但不幸的是这里
的积拓扑不再是局部紧的

(
Tychonoff 定理只是说紧空间的乘积仍然紧，但并没有描述局部紧的情况. 事实上

[12] 引理 5.1.1 告诉我们：设 Xi(i ∈ I) 是一族局部紧 T2 空间，则
∏
i∈I Xi 局部紧当且仅当只有有限多个 Xi

非紧
)
，这意味着不能保证之前建立的 Haar 测度理论在此处还是合理的. 解决这个问题的办法，则是考虑所谓

的“限制积”. 用这个办法可以构造出一个真正包含了在所有素点处完备化信息的局部紧 Abel 群 (而且还是环)
——Adele.

定义 7.1(限制积) 设 {Gi}i∈I 是一族局部紧群 (至多可数个). 给出一个有限集 I∞ ⊆ I(预留给无法进行接
下来操作的 Gi，例如 Q 在无穷素点处的完备化 Q∞ = R 无紧开子群)，对任何 i ∈ I \ I∞，指定 Gi 的紧开子

群 Hi(由命题 1.3.4 知 Hi 也是闭的，因此连通拓扑群没有非平凡紧开子群)，定义 {Gi} 关于 {Hi} 的限制积为∏
iGi 的子群 ∏̂

i∈I

Hi

Gi :=

{
(gi) ∈

∏
i∈I

Gi :对几乎所有i ∈ I \ I∞, gi ∈ Hi

}
,

这里的“几乎所有”指至多只有有限个 i 使 gi /∈ Hi. 限制积在不引起混淆时可以简记为
∏̂
iGi. 我们可以立刻给

出一个限制积在直观上的大小估计：
⊕

iGi ⊆
∏̂
iGi ⊆

∏
iGi.

现赋予
∏̂
i∈IGi 拓扑结构：集合 U ⊆

∏̂
i∈IGi 是开集当且仅当 U 可以写成一族集合 Rec(E,Ui) 的并，其

中 Rec(E,Ui) :=
∏
i∈E Ui ×

∏
i/∈E Hi ⊆

∏̂
i∈IGi 称为矩形 (rectangle)，这里 I∞ ⊆ E ⊆ I 是有限集，Ui ⊆ Gi

是开集. 注意到 Hi 是开集，因而显然两个矩形的交仍是矩形. 此时所有矩形生成
∏̂
i∈IGi 上的一个拓扑，称为

限制积拓扑. 显然限制积配备了限制积拓扑之后成为一个拓扑群 (命题 7.3 将断言该拓扑群是局部紧群).
注意 7.2 [4] 定理 3.3.4 告诉我们，对于配备了通常积拓扑的空间

∏
iGi 而言，序列 {xn := (xi,n)} 收敛

于 x := (xi) ∈
∏
iGi 当且仅当对任意 i，在 Gi 中 {xi,n} 收敛于 xi. 为此我们也称积拓扑为依分量收敛拓扑. 但

是对于限制积拓扑而言，即便 {xi,n} 按分量的收敛速度看似是一致的，也不能断言 xn := (xi,n) 收敛. 具体的
例子见注意 7.23.

命题 7.3 对一族局部紧群 {Gi}i∈I 以及它的一族紧开子群 {Hi}i∈I\I∞，有：
(1) 若 I 有限，则

∏̂
i∈IGi =

∏
i∈I Gi.

(2) 若 I = I1 ⊔ I2，则
∏̂
i∈IGi =

(∏̂
i∈I1Gi

)
×
(∏̂

i∈I2Gi
)
.

(3)
∏̂
i∈IGi 在限制积拓扑下亦是局部紧群.

(4) 对任何 i0 ∈ I，有拓扑嵌入 Gi0 →
∏̂
i∈IGi, g 7→ (· · · , i, g, i, · · · ). 故每个 Gi 都可看成

∏̂
iGi 的闭子群.
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证明 直接应用定义即可.�
既然说

∏̂
iGi 是局部紧群，事已至此自然要关心其上的 Haar 测度.

定义 7.4(积测度) 设限制积
∏̂
iGi 如定义 7.1. 给定实数列 {λi}i∈I\I∞ 满足

∏
i λi <∞，由于每个 Gi 均

是局部紧群，故其上存在唯一 (左)Haar 测度 dxi 使得 µi(Hi) =
∫
Hi
dxi = λi. 在这些前提下，定义

∏̂
iGi 上的

(左) 积测度µ : M → R≥0 ⊔ {∞} 为满足如下两个条件的测度：(1)σ-代数 M 由形如
∏
iMi 的集合生成，其中

Mi ⊆ Gi 满足 µi(Mi) <∞ 且几乎所有的 Mi = Hi；(2) 对任何
∏
iMi ∈M，µ(

∏
iMi) :=

∏
i µi(Mi). 不难验

证这里的 µ 满足 (左)Haar 测度的一切性质，所以 µ 应该与
∏̂
iGi 上的某个 (左)Haar 测度 µ̃ 在定义域的交集

处重合
(
一般不再区分 µ 和 µ̃，或将 µ̃ 亦称为 (左) 积测度

)
. 根据定理 1.15 不难发现这里定义的 (左) 积测度是

唯一的，因为我们明确知道 µ(
∏
iHi) 的值.

声明 今后凡涉及到局部紧群限制积上的分析，选用的测度均是由定义 7.4 给出的 (左、右) 积测度. 特别
地，如果涉及到的局部紧群均是 Abel 群，则可选用双不变的积测度. 为图方便，以后叙述积测度时一般省略
“左、右”这些定语.

另外，讨论定义 7.4 中 µ 与 µ̃ 对应 σ-代数的区别时需兼顾限制积拓扑结构 (定义 7.1) 与 Nedoma 病态 (命
题 1.19) 的双重影响，但本文对大基数可测拓扑空间的 Nedoma 病态现象的态度是：不关心. 因为抹除 Nedoma
病态本质上是不困难的也是不重要的 (只需要给 σ-代数添入一些集合并对测度作合理延拓即可，而 Haar 测度
的存在唯一性保证了该操作的普适性).

注意 7.5 对任何满足 I∞ ⊆ E ⊆ I 的有限集 E，易见积测度 µ 在 Rec(E,Gi) 上的限制就是普通的乘积
测度

(
若 I 有限则 µ 可直接视为乘积测度；若 I 无限则 µ 可等效地看成

⊔
E有限,I∞⊆E⊆I

Rec(E,Gi) =
∏̂
i∈I
Gi 上的

“示性”测度
)

. 我们常把由积测度 µ 决定的 dµ 记作 dx.
当然我们还关心

∏̂
iGi 上的可积函数在积测度下的积分具有哪些性质：

命题 7.6 设限制积
∏̂
i∈IGi 如定义 7.1，带有积测度 dx，则：

(1) 若 f :
∏̂
iGi → R 是可积函数，则

∫∏̂
iGi

f(x)dx = lim−→E

(( ∫
Rec(E,Gi)

f(x)dxE ∈ R
)
E有限,I∞⊆E⊆I ,≤

)
，

其中 dxE 指积测度限制到 Rec(E,Gi) 上的测度 (或 dxi 的乘积测度). 如果仅要求 f 连续，上式仍然成立，前

提是允许上述极限取到 ∞.
(2) 设对任意 i ∈ I 有非负可积函数 fi : Gi → R 使得 fi|Hi = 1(i /∈ I∞). 对任意 x := (xi) ∈

∏̂
iGi，定义

可测函数 f :
∏̂
iGi → R, f(x) :=

∏
i fi(xi). 此时对于 I 的任何有限子集 E ⊇ I∞，由定理 1.17(2) 知成立等式∫

Rec(E,Gi)
f(x)dxE =

∏
i∈E

( ∫
Gi
fidxi

)
. 若 f 还可积，则由 (1) 可得

∫∏̂
iGi

f(x)dx =
∏
i∈I
( ∫

Gi
fidxi

)
. 此外，

如果这些 fi 是连续的，则将 f 限制在 fi 取值非平凡处讨论可以证得 f 亦连续.
事实上上述结论对复值函数也成立，唯一的区别在于不能用偏序关系讨论函数值的大小 (此时考虑 E 的包

含关系即可). 此外，由于命题 7.3(2)，上述命题 7.6(2) 中的条件可放宽为“几乎所有 i ∈ I \ I∞, fi|Hi = 1”.
证明 (1) 对于非负可积函数 f 而言，由正向极限的泛性质有如下交换图表，注意到 R 上的欧氏拓扑是序

拓扑，故可确认 lim−→ 是某种意义下的“最小上界”.∫∏̂
iGi

f(x)dx
∃1
≤

//____________ ∀X ∈ obj(R)

∫
Rec(E,Gi)

f(x)dxE ≤

E⊆E′
//

OO
44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh ∫

Rec(E′,Gi)
f(x)dxE′

OOkkVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

(2) 注意到
∏
i fi(xi) 是有限乘积，故 f 是良好定义的.�

特别地，当 Gi 是局部紧 Abel 群时，我们要研究
∏̂
iGi 作为局部紧 Abel 群的 Pontryagin 对偶群及其上

的对偶测度.
定理 7.7 设

∏̂
iGi 如定义 7.1，其中 Gi 均是局部紧 Abel 群. 此时有拓扑 Abel 群同构 Θ :

∏̂H⊥
i

i Ĝi
∼−→

ˆ̂∏Hi

i Gi, (χi) 7→
[
Πχi :

∏̂
iGi → S1, (gi) 7→

∏
i χi(gi)

]
.

证明 我们要说明 Θ 是 Abel 群同构，并且还是同胚映射. 这可分为如下几步：
Step1：首先证明 H⊥

i 是 Ĝi 的紧开子群. 证：Hi 开 (因此闭) 命题 1.8(3)
=======⇒ G/Hi 是离散群

命题 5.5(3)
=======⇒ Ĝ/Hi

是紧群
引理 5.17(2)
=======⇒ H⊥

i 紧；Hi 紧
命题 5.5(3)
=======⇒ Ĥi 是离散群

命题 5.17(2)
=======⇒ Ĝ/H⊥

i 是离散群
命题 1.8(3)
=======⇒ H⊥

i 开.
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Step2：Θ 良好定义：即验证 Πχi 是特征标. 证：设 (χi) ∈
∏̂H⊥

i

i Ĝi，则 χi|Hi = 1 对几乎所有的 i 成立，

不妨设使 χi|Hi ̸= 1 的 i 构成有限集 E. 不难验证 Πχi :
∏̂
iGi → S1 是良好定义的群同态，下证 Πχi 是特征标.

由命题 5.5(1)，对于 N(1) ⊆ S1，取 1 的另一个邻域 U 使得 U (|E|) ⊆ N(1). 对任意 i ∈ E，由于 χi 连续，存

在邻域 i ∈ Ui ⊆ Gi 使得 χi(Ui) ⊆ U . 此时 (i) ∈
∏̂
iGi 的邻域

∏
i∈E Ui ×

∏
i/∈E Hi ⊆ (Πχi)

−1(N(1))，证毕.
Step3：Θ是同态. 证：以乘法记加法，有 Θ

(
(χi)(ηi)

)
= Π(χiηi) : (gi) 7→

∏
i(χiηi)(gi) =

∏
i χi(gi)ηi(gi)；

而另一方面 Θ
(
(χi)

)
Θ
(
(ηi)

)
= Π(χi)Π(ηi) : (gi) 7→ (Πχi)(gi) · (Πηi)(gi) =

∏
i χi(gi)

∏
i ηi(gi).

Step4：Θ 单. 证：Θ
(
(χi)

)
平凡意味着对任何 gi ∈ Gi，Πχi(· · · , i, gi, i, · · · ) = χi(gi) = 1，即 χi 平凡.

Step5：设 χ :
∏̂
iGi → S1 是连续同态，定义 χ 限制在每个 Gi 处的特征标为 χ|Gi : Gi → S1, gi 7→

χ(· · · , i, gi, i, · · · ). 此时对几乎所有的 i，有 (χ|Gi
)|Hi

= 1，并且成立等式 χ = Π(χ|Gi
)、(Πχi)|Gi

= χi. 证：

在 S1 中取 1 的邻域 U 使得 U 中不含 S1 的非平凡子群. 由于 χ 是连续的，取
∏̂
iGi 中 (i) 的开邻域

Rec(E,Ui) =
∏
i∈E Ui ×

∏
i/∈E Hi 使得 χ

(
Rec(E,Ui)

)
⊆ U，则 χ

(∏
i∈E{i} ×

∏
i/∈E Hi

)
⊆ U . 注意到左边是 S1

的一个子群，因此只能是平凡群 {1}. 换句话说，对任意 i /∈ E，(χ|Gi)|Hi = 1. 至于后两个等式，注意到乘积
均是有限乘积，故显然成立.

Step6：Θ 满. 证：对任何特征标 χ :
∏̂
iGi → S1，由 Step5 知几乎所有的 χ|Gi ∈ H⊥

i ，故可取

(χ|Gi) ∈
∏̂H⊥

i

i Ĝi. 再次利用 Step5 知 Π(χ|Gi)
(
(gi)

)
= χ

(
(gi)

)
，因此 Θ 满.

Step7：Θ 连续. 证：设 K 是
∏̂
iGi 中的任何紧子集 (由 Tychonoff 定理知 K =

∏
iKi，其中 Ki 是 Gi

的某个紧子集且几乎所有的 Ki = Hi. 设 E 为 Ki ̸= Hi 的那些 i 作成的有限集)，V 是 1 ∈ S1 的邻域，考虑

(i) 的邻域 WK,V :=
{
χ ∈

∏̂
iGi → S1 : χ(K) ⊆ V

}
⊆̂̂∏

iGi. 取 1 ∈ V1 ⊆ S1 使得 V
(|E|)
1 ⊆ V，对于 Ĝi 中的开

集 WKi,V1，直接验证有包含关系 Θ
(
Rec(E,WKi,V1)

)
⊆WK,V .

Step8：Θ是开映射.因此 Θ是同胚. 证：考虑含有 (i)的开集 N := Rec(E,WKi,Vi) ⊆
∏̂H⊥

i

i Ĝi，由 Step5

知 χ = Π(χ|Gi)，因此 W∏
iKi,

∩
i Vi
⊆ Θ(N) 是 (i) ∈ ˆ̂∏Hi

i Gi 的开邻域，故 Θ 是开映射.�

设 Gi 是局部紧 Abel 群. 根据定理 5.11，我们的目标是找到 ˆ̂∏Hi

i Gi 的与
∏̂Hi

i Gi 上积测度 µ(或 dx) 对偶
的测度，而且我们还希望找到的这个对偶测度仍旧是一个积测度. 办法是直接的：

对任意 i ∈ I，由定理 5.11 可直接赋予 Ĝi 上的测度为 Gi 上双不变 Haar 测度 µi(或 dxi) 的对偶测度，记

作 µ̂i(或 dχi). 根据定理 7.7 将 ˆ̂∏Hi

i Gi 与
∏̂H⊥

i

i Ĝi 等同起来，则 ˆ̂∏Hi

i Gi 中的元素可以唯一地写成 (χi)，其中

几乎所有的 χi ∈ H⊥
i . 问题现在转变为给

∏̂H⊥
i

i Ĝi 配备积测度. 这便是如下定理：

定理 7.8 对任意 i ∈ I \ I∞，µ̂i(H⊥
i ) = λ−1

i . 因此可以按照定义 7.4 的办法赋予
∏̂H⊥

i

i Ĝi ∼= ˆ̂∏Hi

i Gi 积

测度，记为 µ̂(或 dχ)，这正是 µ(或 dx) 的对偶测度. 此外，对任意 i，设 fi ∈ L1(Gi) 为 Hi 的示性函数，则

f(x) :=
∏
i fi(xi) ∈ L1

(∏̂Hi

i Gi

)
；f 的 Fourier 变换为 f̂(χ) =

∏
i

∫
Hi
χi(xi)dxi =

∏
i f̂i(χi) ∈ L1

(
ˆ̂∏Hi

i Gi

)
. 因

此由推论 5.14，有 Fourier 反演 ̂̂
f = f .

证明 fi 的 Fourier 变换为 f̂i(χi) =
∫
Hi
χi(xi)dxi. 由于等价的拓扑表示诱导相同的特征标，故有

f̂i(χi) =

∫
Hi

1 · χi(xi)dxi =
{

0, χi /∈H⊥
i (命题 4.10.6)

µi(Hi), χi∈H⊥
i

= µi(Hi) · 1H⊥
i
∈ L1(Ĝi).

根据 Fourier 反演 (推论 5.14) 有等式 fi(xi) =
∫
H⊥

i
f̂i(χi)χi(xi)dχi = µi(Hi)

∫
H⊥

i
χi(xi)dχi. 若令 xi ∈ Hi，则

1 = µi(Hi)
∫
H⊥

i
dχi. 而定义 7.4 中正好要求 µi(Hi) = λi，故 µ̂i(H

⊥
i ) =

∫
H⊥

i
dχi = λ−1

i . 此外，直接计算可以得

到 f̂(χ) =
∫∏̂

iGi
f(x)χ(x)dx =

∫∏̂
iGi

(∏
i fi(xi)χi(xi)

)
dx

命题 7.6(2)
========

∏
i

∫
Gi
fi(xi)χi(xi)dxi =

∏
i f̂i(χi)，可

积性显然.�
有了关于限制积的概念与性质，接下来便可给出 Adele 的定义.
定义 7.9(Adele) 设 K 是一个整体域，记 Kv 为 K 在素点 v 处的完备化，显然 Kv 关于加法是一个局

部紧 Abel 群. 在任何有限素点 v 处，整数环 Ov 均是 Abel 群 Kv 的一个紧开子群
(
紧：整体域的完备化就是

局部域，而 [2] 命题 2.5.1 告诉我们局部域的整数环 O = lim←−n≥1
O/mn 紧；开：Ov =

∪
α∈Ov

α + mv 是一些

开集的并
)

. 若取 I∞ 为所有的无穷素点 (个数不超过 K 在素整体域上的扩张次数，从而只有有限多个，见
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[2]Chapter6.2)，则可作限制积
∏̂

v是素点

Ov

Kv(注意素点至多可数多个). 称这个限制积为 K 的 Adele 群，简记为

AK，显然这是一个局部紧 Abel 群. 特别地，记 AK,fin :=
∏̂Ov

v<∞Kv.
注意 7.10 由乘积公式可知，对任何 x ∈ K，x ∈ Ov 对几乎所有素点 v 成立. 故利用嵌入 K ↩→ AK , x 7→

(x, x, · · · ) 可将 K 视作 AK 的子集，称为 AK 的主要部分 (principal adeles).
我们以如下命题总结 Adele 的一些简单性质：
命题 7.11 设 K 是整体域，L/K 是 n 次有限扩张. 设 L 作为 K-线性空间的一组基为 {u1, · · · , un}，则：
(1)AK 在逐分量相乘的运算下作成一个环 (或 K-代数). 这不是整环：(0, 1, · · · ) · (1, 0, · · · ) = 0.
(2) 有拓扑 Abel 群同构

⊕n
i=1 AK

∼→ AK ⊗K L
∼→ AL

x⊗ui 7→uix
, (x1, · · · ,xn) 7→

∑n
i=1 uixi，且 K ⊗K L ∼= L 是 AL

的主要部分.
(3)K 是 AK 的离散闭子群.
(4)AK/K 紧.
(5) 对素整体域 Q 而言，有拓扑 Abel 群同构 AQ/Q ∼= Ẑ× (R/Z) ∼= lim←−R/nZ.
证明 (2) 由 Abel 群同构

n⊕
i=1

AK
∼−→

n⊕
i=1

(AK ⊗K K)
∼−→

n⊕
i=1

(AK ⊗K uiK)
∼−→ AK ⊗K

( n⊕
i=1

uiK
) ∼−→ AK ⊗K L,

(xi) 7−→ (xi ⊗ 1) 7−→ (xi ⊗ ui) 7−→
n∑
i=1

xi ⊗ (0, · · · , 0, ui, 0, · · · , 0) 7−→
n∑
i=1

xi ⊗ ui

即可得到第一个同构，连续性自然. 而关于 AK ⊗K L ∼= AL 是拓扑 Abel 群同构的证明请移步 [17].
至于 (3) 和 (4)，由 (2) 可知只需要证明 K = Q 或 K = Fq(t) 的情形. 此处不妨以 K = Q 为例.
(3) 定义 U := {(xp) : ∀p < ∞, |xp|p ≤ 1; |x∞|∞ < 1} = Ẑ × (−1, 1)，显然 U 是 0 ∈ AQ 的开邻域. 任

取 y ∈ U ∩ Q，则对任意素数 p 均有 |y|p ≤ 1，因此根据命题 6.16 有 y ∈
∩
p<∞(Zp ∩ Q) = OQ = Z. 又由于

|y|∞ < 1，故 y ∈ (−1, 1)，因而只能有 y = 0. 这就找到了邻域 U ∋ 0 使得 U ∩ Q = {0}，由平移性立得 Q 在
AQ 中离散. 由命题 1.11 知 Q 是 AQ 的闭子群.

(4)定义紧集 W :=
{
(xp) : ∀p <∞, |xp|p ≤ 1, |x∞|∞ ≤ 1

2

}
= Ẑ× [− 1

2 ,
1
2 ]，下证复合 W

τ
↩→ AQ

π� AQ/Q是
满射 (连续性显然). 任取 x := (xp) ∈ AQ，不妨记 |xp|p > 1 的那些 p 构成有限集 E. 容易发现对某个 p1 ∈ E，
总存在 z1 ∈ Z, n1 ∈ Z≥0 使得

∣∣xp1 − z1
p
n1
1

∣∣
p1
≤ 1. 现取 p1 ̸= p2 ∈ E，注意到

∣∣ z1
p
n1
1

∣∣
p2
≤ 1，故

∣∣xp2 − z1
p
n1
1

∣∣
p2
> 1

当且仅当 |xp2 |p2 > 1，因而重复上述操作可找到 z2
p
n2
2

∈ Q 使得同时成立不等式
∣∣xp1 − z1

p
n1
1

− z2
p
n2
2

∣∣
p1
≤ 1、∣∣xp2 − z1

p
n1
1

− z2
p
n2
2

∣∣
p2
≤ 1. 如此递归有限步遍历整个 E，可取 rE :=

∑
pi∈E

zi
p
ni
i

∈ Q，有 x − rE ∈ Ẑ × R. 再取
s ∈ Z 使得 x∞ − rE − s ∈ [−1

2 ,
1
2 ]，则 x− rE − s ∈W . 显然 π ◦ τ(x− rE − s) = x+Q，故 π ◦ τ 满. 由于紧集

的连续像仍然紧，命题得证.
(5)第一个同构：只需验证 (4)中的 π◦τ 是单射即可.若 τ(x) ∈ Q∩

(
Ẑ× [− 1

2 ,
1
2 ]
)
，则由 Zp∩Q = Z知只能

有 x = 0，故 πτ 是单射.由于紧空间打到 T2 空间的连续双射还是同胚，故 AQ/Q ∼= Ẑ×(R/Z)是拓扑 Abel群
的同构.第二个同构只需注意到有典范同构 Ẑ×(R/Z) ∼=

(
lim←−Z/nZ

)
×(R/Z) ∼= lim←−(Z/nZ×R/Z) ∼= lim←−R/nZ

即可.�
接下来介绍强逼近定理，该定理的应用将在第 10 节呈现. 首先把弱逼近定理 6.9 重新描述一下：设 K 是

数域，则利用嵌入 K ↩→
∏n
i=1(K, | · |i), x 7→ (x, · · · , x) 可将 K 视为

∏n
i=1K 的稠密子集

(
更精确地，K 可视为∏n

i=1 (K, | · |i) 的稠密子集
)
. 我们希望将这个结论推广到 Adele 上去，这就是所谓的强逼近定理：

定理 7.12(强逼近) 设 v0 是整体域 K 的一个素点，则 K 在 AK,v0 :=
∏̂
v ̸=v0

Ov

Kv 中稠密.

证明 首先不难发现该定理与下述陈述等价：任给由素点 v ̸= v0 作成的有限集 S，对任意 v ∈ S、xv ∈ Kv

以及任意 ϵ > 0，总存在 x ∈ K 使得对所有的 v ∈ S 均有 |x− xv|v < ϵ，对所有的 v0 ̸= v /∈ S 均有 |x|v ≤ 1(均
取标准绝对值). 该陈述的证明分如下几步完成：

Step1：设 K 是整体域，则存在常数 CK > 0使得对任意满足
∏
v |xv|v > CK 的 x := (xv) ∈ AK，总存在

y ∈ K× 使得对任意素点 v，|y|v ≤ |xv|v. 证：记 c0 为 AK/K 在商空间诱导 Haar 测度下的体积；c1 为集合{
(xv) ∈ AK :若v是 Archimedean，则|xv|v ≤ 1/2；若v是 non-Archimedean，则|xv|v ≤ 1

}
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在 Haar测度下的体积.由于 AK/K 紧，故 0 < c0 <∞；又因 Archimedean赋值只有有限多个，故 0 < c1 <∞.
取 CK := c0/c1，不难发现集合

T :=
{
(yv) ∈ AK :若v是 Archimedean，则|yv|v ≤ 1/2|xv|v；若v是 non-Archimedean，则|yv|v ≤ |xv|v

}
的测度为 µ(T ) = c1

∏
v |xv|v，因而对任意 (xv) ∈ AK 满足

∏
v |xv|v > CK，都有 µ(T ) > c0，即商映射

T � AK/K 非单射
(
否则 µ(T ) ≤ µ(AK/K) = c0，矛盾

)
. 所以存在 T 中两个元素 y1 ̸= y2 透过商映射映为同

一个像，亦即 ỹ := y1 − y2 ∈ K. 此时对任意 v 必有 |ỹ|v = |y1,v − y2,v|v ≤ |xv|v，证毕.
Step2：设 v0 是 K 的一个素点. 对任意 v ̸= v0，令 δv > 0 且 δv = 1 几乎处处成立，则存在 0 ̸= x ∈ K 使

得对任意 v ̸= v0 均有 |x|v ≤ δv. 证：当 v ̸= v0 时，取 yv ∈ Kv 满足 0 < |yv|v ≤ δv，且当 δv = 1时 |yv|v = 1；

而在 v0 处可适当选取 yv0 ∈ Kv0 使得
∏
v |yv|v > CK，由 Step1 知此时必然存在满足条件的 x.

Step3：先前给出的陈述成立. 证：由命题 7.11(4) 的证明知存在 W := {(yv) : |yv|v ≤ δv,几乎所有的δv =
1} ⊆ AK 使得任意 x ∈ AK 均可表成 x = x1 + x2，其中 x1 ∈ W,x2 ∈ K. 又由 Step2 知存在 0 ̸= λ ∈ K 使得
|λ|v < δ−1

v ϵ(v ∈ S), |λ|v ≤ δ−1
v (v0 ̸= v /∈ S). 不妨设 x 由陈述给出，两边同时乘以 λ−1 可知此处的 x 还可表成

x = w + a，其中 w ∈ λW, a ∈ K. 不难验证这里的 a ∈ K 就是我们要找的.�
注意 7.13 命题 7.11、定理 7.12 告诉我们：K 在 AK 中虽然离散，但“几乎”稠密.
推论 7.14 若记 AZ :=

∏
p<∞ Zp×R = Ẑ×R，记 AOK

:=
∏
v<∞ Ov ×

∏
v∈∞Kv(K 是一个整体域)，则：

(1)Q 在 AQ,fin 中稠密.
(2) 有 Abel 群同构 AQ,fin ∼= Ẑ⊗Z Q. 一般地，AK,fin ∼=

(∏
v<∞ Ov

)
⊗OK K.

(3) 有环同构 AQ ∼= AZ ⊗Z Q. 一般地，有 AK ∼= AOK
⊗OK

K.
(4)AQ = Q+ AZ,Z = Q ∩ AZ. 一般地，有 AK = K + AOK

,OK = K ∩ AOK
.

通过这 4 个结论，能感受到 AZ = Ẑ× R 在 AQ 中扮演类似于“整数”的角色.
证明 (1) 取定理 7.12 中 K = Q, v0 =∞ 即可；下面以 K = Q 为例证明 (2),(3),(4).
(2) 定义 Z-双线性映射 θ : Ẑ × Q → AQ,fin,

(
(xp), r

)
7→ (rxp)，对于任意 Z-双线性映射 φ : Ẑ × Q → M，

注意到任何 AQ,fin 中的元素 (yp) 均可表成 (ap/n)，其中 n ∈ Z, (ap) ∈
∏
p<∞ Zp，故可定义 φ̃ : AQ,fin →

M, (yp) 7→ φ
(
(ap), 1/n

)
. 容易验证这里的 φ̃ 是良好定义的使张量积泛性质图表交换的唯一的 Z- 模同态.

(3)AZ ⊗Z Q = (Ẑ× R)⊗Z Q ∼= (Ẑ⊗Z Q)× (R⊗Z Q) ∼= (Ẑ⊗Z Q)× R = AQ,fin × R = AQ.
(4)Z = Q∩AZ 可由两边互相包含得到，故只需证 AQ = Q+AZ. 对任意 x := (xp) ∈ AQ，设使 xp /∈ Zp 的

p 构成有限集 E. 令 N =
∏
p∈E |xp|p =

∏
p∈E p

tp ∈ Z(取标准绝对值)，根据中国剩余定理，关于 λ 的方程组

λ ≡ Nxp(mod ptp), p ∈ E 有整数解. 考虑 x− λ
N =

(Nxp−λ
N

)
，注意到

|Nxp−λ|p
|N |p ≤ 1，故 x− λ

N ∈ AZ.�
接下来介绍 Adele 的乘法单位群——Idele，我们当然希望这是一个拓扑群. 最简单的想法是直接取 Adele

上拓扑的子空间拓扑，但这不能保证 x 7→ x−1 总是连续的. 为了解决这个问题，我们给出如下定义：
定义 7.15(乘法单位群上的拓扑) 设 R 是一个拓扑交换环，利用单射 τ : R× ↩→ R × R, x 7→ (x, x−1) 将

R× 与 τ(R×) ⊆ R × R 等同，定义集合 U ⊆ R× 是开集当且仅当 τ(U) 是 R × R(积拓扑) 中的开集. 显然 R×

上所有这样的开集作成一个拓扑，称其为单位群拓扑.
定义 7.16(Idele) 设 K 是一个整体域，对 K 任意素点 v，考虑局部紧 Abel 群 K×

v (即 Kv 的乘法单位

群，配备单位群拓扑，下同). 此时在任何有限素点 v 处，不难验证整数环的乘法单位群 O×
v 均是 Abel 群 K×

v

的一个紧开子群 (注意到 O×
v = Ov \mv 作为拓扑环 Ov 的子集既开又闭即可). 若取 I∞ 为所有的无穷素点，则

可作限制积
∏̂

v是素点

O×
v
K×
v . 称这个限制积为 K 的 Idele 群，简记为 IK，这也是一个局部紧群.

注意 7.17 实际上有群同构 IK ∼= A×
K，因此可以在集合的意义下把 IK 嵌入 AK . 但是这里的嵌入不是拓

扑嵌入：IK 的限制积拓扑比 AK 下放到 IK 的子空间拓扑要细. 我们将在注意 7.23 给出的例子中观察这一现
象.

与注意 7.10 类似，容易验证有嵌入 K× ↩→ IK , x 7→ (x, x, · · · )，故可将 K× 视作拓扑 Abel 群 IK 的子群，
根据定义 1.7 我们便有商拓扑群 IK/K×. 更具体地，由命题 7.11(3) 知嵌入 K× ↩→ AK × AK , x 7→ (x, x−1) 使

K× 成为 AK × AK 离散子集，故 K× 实际上还是 IK 的离散子群. 基于此我们给出如下定义：
定义 7.18(Idele 类群) 设 K 是整体域，称拓扑群 Cl(K) := IK/K× 为 K 的 Idele 类群. 记局部域 Kv

上的标准绝对值为 | · |v(见定理 6.13，注意完备化)，定义群同态 | · | : IK → R>0, (xv) 7→
∏
v |xv|v. 不难验证
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xn → x 蕴含 |xn| → |x|，故 | · | 是连续群同态. 一般称 | · | 为 IK 上的绝对值.
注意 7.19 设 K 是整体域. 对命题 6.17 给出的理想类群而言，我们有 (证明见 [1] 命题 5.19)

Cl(K) � IK
/
K×( ∏

v<∞
O×
v ×

∏
v∈∞

K×
v

) ∼= Cl(K).

特别地，若 char(K) > 0，则 Idele 类群也可以和代数几何中的 Picard 群 (除子类群) 联系起来 (见定义 8.21).
此外，在类域论中，[29] 定理 14.40 利用 Idele 类群给出了整体类域论基本定理：设 K 是数域，则存在一一对

应 (广义 Galois 对应){
L ⊆ Qalg : L/K有限 Abel 扩张

} ∼←→
{
H : H是Cl(K)指数有限的开子群

}
, L 7−→ idAK

⊗NormL/K(Cl(L)).

这里张量的合理性请参考命题 7.11(2)，事实上 idAK
⊗ NormL/K((xw)) =

(∏
w|v NormLw/Kv

(xw)
)
. 不仅如此，

该对应还给出了所谓的互反同构 (reciprocity isomorphism)：Gal(L/K) ∼= Cl(K)
/(

idAK
⊗NormL/K(Cl(L))

)
.

定理 7.20(Artin 乘积公式) 设 K 是整体域，则对任意 x ∈ K× ⊆ IK，|x| = 1.
证明 此即乘积公式 (命题 6.15).�
定义 7.21(范 1-类群) 设 K 是整体域，记 I1K := ker

(
IK

|·|→ R>0

)
，称商群 Cl1(K) := I1K/K× 为 K 的

范 1-类群
(
由定理 7.20 有 K× ⊆ I1K，故 Cl1(K) 良好定义

)
.

与命题 7.11(4) 相呼应，虽然在这里 IK/K× 一般不紧 (例子见注意 7.23)，但我们却有：
定理 7.22 设 K 是整体域，则 Cl1(K) 紧.
证明 Step1：设 I1K 作为 IK 子空间的拓扑为 τ1，作为 AK 子空间的拓扑为 τ2，则 τ1 = τ2. 因此 I1K 是

AK 的闭子集. 证：设 x := (xv) ∈ I1K . 令 W ⊆ I1K 为 x 在 τ2 中的邻域，那么 W 一定包含了 τ2 中某个形如

P2 :=
{
(yv) : v ∈ E, |yv − xv|v < t; v /∈ E, |yv|v ≤ 1

}
的邻域，这里 E 是某个有限集. 而 P2 包含了 τ1 中形如

Q1 :=
{
(yv) : v ∈ E, |yv − xv|v < t; v /∈ E, |yv|v = 1

}
的邻域. 反过来，令 W ′ ⊆ I1K 为 x 在 τ1 中的邻域，那么

W ′ 一定包含了 τ1 中某个形如 P1 :=
{
(yv) : v ∈ E, |yv − xv|v < t; v /∈ E, |yv|v = 1

}
的邻域，这里有限集 E 至

少包含所有无穷素点以及那些 |xv|v ̸= 1 的素点. 由于
∏
v |xv|v = 1，故可取充分小的 t 使得对任何 (yv) ∈ P1

均有
∏
v |yv|v < 2. 此时可以验证 P1 ∩ I1K ⊇ P2 ∩ I1K，即 P1 包含了 τ2 中形如 P2 的邻域.

Step2：Cl1(K) 紧. 证：设 CK 为定理 7.12 证明 Step1 中给出的常数，取 x := (xv) ∈ AK 满足∏
v |xv|v > CK . 由 Step1，定义 AK 中的紧集 Wx :=

{
(yv) ∈ AK : ∀v, |yv|v ≤ |xv|v

}
. 由于 I1K 是 AK 的闭子

集，故Wx∩I1K 是 AK 中的紧集，进而是 I1K 中的紧集.下证连续映射Wx∩I1K ↩→ I1K � I1K/K× = Cl1(K)是满

射.取 α := (αv) ∈ I1K，显然 |α| =
∏
v |αv|v = 1蕴含

∏
v |α−1

v |v = 1，这意味着
∏
v |α−1

v xv|v =
∏
v |xv|v > CK .

由定理 7.12 证明 Step1 知存在 r ∈ K× 使得对任意 v 均有 |r|v ≤ |α−1
v xv|v，因此 rα ∈ Wx ∩ I1K，这就证明了

Wx ∩ I1K → I1K/K× 是满射. 由于紧集的连续像仍然紧，命题得证.�
注意 7.23 我们以整体域 Q 为例列举一些不得不提的事实.
(1) 在 AQ 中，若以 pn 表示第 n 个素数，记 xn =

(
1, 1, · · · , 1

pn
, · · ·

)
，则 {xn} 不收敛于 AQ 中任何元

素
(
但它们在经典积拓扑下收敛于 (1, 1, · · · )

)
. 证：对任意 0 的开邻域 Rec(E,Ui) =

∏
i∈E Ui×

∏
i/∈E Zpi . 设 E

中的最大元为 N，则对任何 n,m > N，xn − xm =
(
0, · · · , 0, · · · , 1

pn
− 1, · · · , 1− 1

pm
, 0, · · ·

)
/∈ Rec(E,Ui). 这

是因为 1 ∈ Zpn，所以 1
pn
− 1 /∈ Zpn .

(2) 对任意素数 q，令 Nq = ( q−1
q , q+1

q ) 为 1 ∈ R 的开邻域基. 若 IQ 配备了 AQ 子空间拓扑，则其中的开集(
Nq ×

∏
p<∞ Zp

)
∩ IQ * R× ×

∏
p<∞ Z×

p . 这是因为总可以构造元素 x := (xq) 使得 x∞ = q+1
q , xq =

1
q . 因此我

们能够感觉到 IQ 的限制积拓扑比 AQ 下放的子空间拓扑要细.
(3)Cl(Q) 非紧. 证：对任意 r ∈ R>0，取 rQ× := (1, · · · , 1, r)Q× ∈ IQ/Q×(有限素点处为 1，无穷素点处

为 r)，总有 |r| = r. 因此连续映射 | · | : IQ/Q× � R>0 是满射，这意味着 IQ/Q× 不可能是紧集.
(4) 有如下一一对应：
(4.1)IQ

∼→ I1Q × R>0,x := (xp) 7→
((

(xp),
x∞
|x|
)
, |x|

)
；

(4.2)Cl1(Q)
∼→ Ẑ

×
,
(
(xp), 1

)
Q× ← [ (xp)；

(4.3)Cl(Q)
∼→ Cl1(Q)× R>0,xQ× := (xp)Q× 7→

((
(xp),

x∞
|x|
)
Q×, |x|

)
.

8、Tate 的工作
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在数论中有大家熟知的函数方程：π− s
2Γ( s2 )ζ(s) = π− 1−s

2 Γ( 1−s2 )ζ(1 − s)，其中 ζ(s) 指亚纯延拓后的经典

Riemann-zeta 函数. 许多解析数论的工作给出了处理或证明函数方程的办法，但总不能完美地解决问题，譬如
无法严肃地解释函数方程中奇怪因子 π− s

2、Γ( s2 ) 的来源. 而 Tate 的博士论文则是关于函数方程的技术性工作，
他提供了处理整体域上函数方程的一般思路，即使用调和分析. 本节我们将追溯 Tate 的想法，在他的理论框架
下给出函数方程的证明 (见推论 8.30). 在这过程中，我们会发现函数方程中的奇怪因子来源于无穷素点处的正
态分布函数.

声明 本节如无特别说明我们只讨论数域上的理论，也就是说以下所涉及的局部域一般是特征 0 的. 对于
特征 p 的函数域上的理论，本节仅提及 Riemann-Roch 定理 (见定理 8.22)，其余内容还请参考专著 [17] 的相
应章节或 [1]Chapter7 的习题.

我们从局部理论开始，介绍 [15]Chapter2 的相应内容. 设 K 是局部域，其上带有定理 6.13 给出的标准绝
对值| · |(注意完备化). 首先约定如下记号：

定义 8.1 • 若 K 是 non-Archimedean 局部域，则在无混淆的前提下简记 O 为 K 的整数环，m 为 O 的

唯一极大理想，ϖ ∈ m 为一个单值化子，Res(K) := O/m 为剩余域. 此时成立等式 |ϖ| = 1
|Res(K)|

(
事实上，设

F 是整体域，记 OF 为其代数整数环，设 p ∈ spec(OF )，记 F 在素点 p 处的完备化及其整数环分别为 F、O.
取乘法闭子集 S := OF \ p. 注意到 OF / p 已经是域，故 |OF / p| = |Frac(OF / p)| = |S−1OF /S−1 p| [2] 命题2.4.3

=========

|O/m| = |Res(F )|
)

.

•若记 UK := ker
(
K× |·|→ R>0

)
, VK := Im

(
K× |·|→ R>0

)
，由同态基本定理，对局部域 K 而言有 K×/UK ∼=

VK ∼= v(K×) ∼=
{

R>0, K=R,C
Z, K是 non-Archimedean . 据此不难验证有拓扑群同构 K× ∼→ UK ⊕ VK , y 7→ (yU , yV := |y|)(请

读者自行验证这确实是拓扑群的同构). 此举旨在模拟局部域上的极坐标，所以我们称该同构为极坐标变换.
•记X(K×) := {连续群同态K× → C×}，称X(K×)中的元素为K×的 (连续)拟特征标 (quasi-character).

而第 5 节中介绍的 Pontryagin 对偶群 K̂× 中的元素则是一类特殊的拟特征标——(连续酉) 特征标. 我们称拟
特征标 χ 是非分歧 (unramify) 的，如果 χ|UK = 1.

现在来确定局部域 K 的特征标. 在第 5 节中我们曾给出断言：局部域是自对偶的. 现在我们给出这个事实
的证明：

定理 8.2 设 K 是局部域，考虑加法结构则有典范拓扑 Abel 群同构 K ∼= K̂.
证明 易见 K̂ 非平凡

(
若 K̂ 平凡，则由定理 5.16 知 K ∼= ̂̂

K = {̂i} ∼= {i}，矛盾
)

. 取定 K̂ 中的一个非平

凡特征标 χ̃(具体办法见注意 8.3)，定义 Θ : K → K̂, s 7→
[
χs : K → S1, t 7→ χ̃(st)

]
，验证 Θ 是良好定义的拓扑

群同构即可. 此处唯一的困难在于验证满射. 注意到 Θ(K)
⊥
= {y ∈ K : ∀χ ∈ Θ(K), χ(y) = 1} = {y ∈ K : ∀s ∈

K, χ̃(sy) = 1} = {0}(留意 χ̃ 非平凡)，故 Θ(K) = K̂. 此时再利用定理 5.16 证明的 Step3 验证 Θ(K) 是闭集即

可.�
注意 8.3 我们尝试找出一个非平凡特征标. 先从最简单的局部域 K0 = R,C,Qp 开始：
(1) 当 K0 = R 时，取非平凡特征标 χ̃ : R→ S1, x 7→ e−2πix；

(2) 当 K0 = C 时，取非平凡特征标 χ̃ : C→ S1, x 7→ e−2πi(x+x)；

(3) 当 K0 = Qp 时，取非平凡特征标 χ̃ : Qp → S1,
∑∞
j=−N ajp

j 7→ exp(2πi
∑−1
j=−N ajp

j)(此处指数部分没
有出现负号的原因参见定理 8.18)，显见 χ̃(x) = 1 当且仅当 x ∈ Zp；

若局部域 K 来自于上述 K0 的有限扩张
(
例如情况 (1) ⇒ (2)

)
，则令 χ̃′(·) := χ̃ ◦ trK/K0

(·)，易证这是 K

的一个非平凡特征标
(
对于情况 (3)，设扩张次数为 n，取 pt > n ∈ Z ⊆ Zp，则 χ̃ ◦ tr( 1

pt ) ̸= 1
)

.
声明 为记号简洁，以后讨论局部域上的特征标 Θ(s) 时，χ̃ 均取为注意 8.3 中列出的那些，相应地记

Θ(s) = χs : x 7→ χ̃(sx).
推论 8.4 设 K/Qp 是有限扩张，O 是 K 的整数环，则 χs ∈ O⊥ 当且仅当 s ∈ CK :=

{
s ∈ K :

trK/Qp
(sO) ⊆ Zp

}
. 特别地，有拓扑 Abel 群同构 Θ(Zp) ∼= Z⊥

p (该结论一般并不成立，详见下面的例子).
证明 由注意 8.3，χs ∈ O⊥ 当且仅当 χ̃ ◦ trK/Qp

(sO) = 1，当且仅当 trK/Qp
(sO) ⊆ ker(χ̃) = Zp. 特

别地，由 χ̃(Zp) = 1 知 Θ(Zp) ⊆ Z⊥
p；反过来由定理 8.2 设 χs : Qp → S1 满足 χs(Zp) = 1，若 s /∈ Zp，则

s /∈ CQp，因而 χs /∈ Z⊥
p，矛盾.�
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例 考虑有限扩张 K := Q2[i]/Q2，注意到有分解 (2) = (1 + i)2 ⊆ Q2[i]，故根据命题 6.14(6) 有环同构
K = Q2[i] ∼= Q2 ⊗Q Q[i] ∼=

(
Q[i]

)
(1+i)
，相应的整数环为 O = Z2[i](见 [29] 命题 2.53). 考虑 s := 1

1+i ∈ K，直
接计算得 trK/Q2

(sZ2[i]) ⊆ Z2，因此根据推论 8.4 有 χs ∈ Z2[i]
⊥，但 s /∈ Z2[i].

在这里先来解释一下推论 8.4 中出现的记号“CK”，可以将它理解为整数环关于迹的某种对偶. 此外在定
理 8.2 给出的同构对应下，整数环的对偶可能会产生偏移 (推论 8.4)，这也是导致其出现的原因.

命题 8.5(差分) 设 L/K 是域 (或局部域) 的有限可分扩张，称 CL :=
{
s ∈ L : trL/K(sOL) ⊆ OK

}
(局部

域时将 O 替换为 O) 为 L 的余差分 (codifferent). 关于余差分我们有：
(1.1)CL 是一个 OK-模，且有同构 CL

∼→ HomOK
(OL,OK), s 7→

[
y 7→ trL/K(sy)

]
. 特别地，当 L = K 时

有 CK = OK .
(1.2) 局部域时，若设 K = Qp，则 CL 是一个 Zp-模，并且有同构 CL

∼→ HomZp(O,Zp), s 7→
[
y 7→

trL/Qp
(sy)

]
. 特别地，当 L = K = Qp 时有 CQp = Zp.

事实上，设 s ∈ OL，则由 (1.1) 可知 CL ⊇ OL(对局部域的有限扩张 L/Qp 而言亦有 CL ⊇ O). 据此可以
定义 L 的差分 (different) 为 DL := C−1

L :=
{
x ∈ L : xCL ⊆ OL(或O)

}
⊆ OL(或 O). 关于差分我们有：

(2.1)CL 是 OL 的分式理想，DL 是 OL 的理想.
(2.2)局部域时，CL是 O 的分式理想，DL是 O 的理想.因此存在 n ≥ 0使得ϖnCL = O(即 CL = ϖ−n O)，

相应的 DL = ϖn O = mn.
有了差分的概念，便可在局部域 (K,+) 上选取合适的 Haar 测度 dx，并且根据该测度诱导 K× 上的 Haar

测度 d×x. 具体如下：
声明 设局部域 K 关于加法配备 Haar 测度 µ(或 dx)，则 dx 诱导在 K× 上关于乘法平移不变的 Haar 测

度 d×x := ℓK
dx
|x| (请读者根据命题 1.14(2) 自行验证这是 Haar 测度)，其中 ℓK 是某个正实数. 关于这里的测度

dx(或 µ) 和正实数 ℓK，我们作如下约定：

(1) 当 K = R,C 时，取 dx, dz 分别为通常的 Lebesgue 测度、dz = d(x+ iy) := 2dxdy，取 ℓK = 1；

(2) 当 K 是 non-Archimedean 时，取 dx 为使
∫

O dx = |O/DK |−1/2 的 Haar 测度，取 ℓK = 1
1−|ϖ| .

声明中约定积分值为 |O/DK |−1/2 是出于对偶测度的考量. 由定理 5.11 知 K̂ 上存在唯一对偶测度 µ̂(或
dχ)，我们自然希望 µ(CK) = µ̂(O⊥)，以此来响应推论 8.4. 举例来说，若取 K = Qp，是否有

∫
Zp
dx =

∫
Z⊥
p
dχ？

此外，还以 Qp 为例，上述约定给出
∫
Zp
dx = 1，但更一般地，我们还希望利用这个积分值来计算诸如∫

a+pn Zp
dx、

∫
Z×
p
d×x 等积分. 这一系列问题的答案由如下引理给出：

引理 8.6(积分的性质) 设 K 是 non-Archimedean 局部域 (Archimedean 情形就是经典实复分析)，则：
(1)对任何可测集X ⊆ K 及任意 a ∈ K，有

∫
aX

dx = |a|
∫
X
dx，即 d(ay) = |a|dy

(
因此

∫
a+pn Zp

dx = p−n
)
.

也就是说，此时的积分换元公式为
∫
aX

f(y)dy = |a|
∫
X
f(ay)dy.

(2)关于乘法群 K×，有
∫

O× d
×x =

∫
O dx = |O/DK |−1/2

(
这解释了声明的情形 (2)中为何取 ℓK = 1

1−|ϖ|
)
，

且
∫

O\{0} |x|
td×x = |O/DK |−1/2

1−|ϖ|t
(
t ∈ C,Re(t) > 0

)
. 特别地，

∫
Z×
p
d×x = 1，

∫
Zp\{0} |x|

td×x = 1
1−p−t (Re(t) > 0).

(3) 示性函数 1a+mn 的 Fourier 变换为 1̂a+mn(s) := 1̂a+mn(χs) = χs(a)|O/DK |−1/2|ϖ|n · 1CK ·m−n .
(4) 只有在约定

∫
O dx = |O/DK |−1/2 时，才会成立等式

∫
CK

dx =
∫

O⊥ dχ
(
这解释了声明的情形 (2) 中为

何约定
∫

O dx = |O/DK |−1/2
)
. 特别地，1 =

∫
Zp
dx =

∫
Z⊥
p
dχ.

证明 (1) 易见 µa(X) := µ(aX) 仍然是 (K,+) 上的一个 Haar 测度，因此由定理 1.15 知存在 Ma > 0 使

得 µa = Maµ. 下证 Ma = |a|，而这只需证 µ(aO) = |a|µ(O). 不失一般性设 a = ϖn(n ≥ 0)，而 O 关于加法

有陪集分解 O =
⊔[O:ϖn O]
j=1 (xj +ϖn O)，故 µ(O) =

∑[O:ϖn O]
j=1 µ(xj +ϖn O) = [O : ϖn O] · µ(ϖn O). 注意到

[O : ϖn O] = [O : ϖO]n = |O/m|n = |ϖ|−n(见 [2] 命题 2.3.9)，因此 |ϖ|nµ(O) = µ(ϖn O)，证毕.
(2)直接计算有

∫
O× d

×x = 1
1−|ϖ|

∫
O×

dx
|x|

|x|=1
===== 1

1−|ϖ|
∫

O\m dx = 1
1−|ϖ| |O/DK |−1/2(1−|ϖ|) = |O/DK |−1/2.

此外由 (1) 有
∫
ϖk O dx = |ϖ|k|O/DK |−1/2，故后一结论由下式给出：∫

O\{0}
|x|td×x =

∞∑
k=0

∫
ϖk O\ϖk+1 O

|x|t−1

1− |ϖ|
dx =

1

1− |ϖ|

∞∑
k=0

|ϖ|k(t−1)

(∫
ϖk O

dx−
∫
ϖk+1 O

dx

)
=
|O/DK |−1/2

1− |ϖ|t
.

(3) 显然 1̂a+mn(s) =
∫
a+mn χs(y)dy =

∫
mn χs(a+ y)dy = χs(a)

∫
mn χs(y)dy. 注意到 y ∈ O 蕴含 ϖnsy ∈
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smn，因而当 tr(smn) ⊆ Zp(即 s ∈ CK ·m−n) 时注意 8.3(3) 中的 χ̃ 平凡，即∫
mn

χs(y)dy =

∫
ϖn O

χ̃ ◦ tr(sy)dy (1)
= |ϖ|n

∫
O

χ̃ ◦ tr(ϖnsy)dy = |ϖ|n
∫

O

dy = |O/DK |−1/2|ϖ|n.

而当 s /∈ CK ·m−n 时，由命题 4.10(6) 知积分为 0.
(4) 设

∫
O dx = T . 首先，若设 CK = ϖ−n O，则 DK = ϖn O. 此时有

∫
CK

dx =
∫
ϖ−n O dx

(1)
= |ϖ|−nT =

|O/ϖO|nT = |O/DK | · T . 其次，若使等式
∫
CK

dx =
∫

O⊥ dχ 成立，则

T =

∫
K

12
Odx

定理 5.11
=======

∫
K̂

1̂O
2
dχ

类似 (3) 的方法
===========

∫
K

(
T · 1CK

)2
dx = T 2

∫
CK

dx = T 3 · |O/DK |,

解关于 T 的方程即可.�
推论 8.7 若记 IQ,fin :=

∏̂Z×
p

p<∞ Q×
p，则积分

∫
Ẑ∩IQ,fin

|x|sd×x 绝对收敛于 Riemann-zeta 函数 ζ(s) :=∑∞
n=1

1
ns ,Re(s) > 1. 也就是说，Riemann-zeta 函数收集的是有限素点处的信息.
证明 任取 x := (xp) ∈ IQ,fin, |x| :=

∏
p<∞ |xp|p ∈ Q>0. 对任意素数 p，xp ∈ Q×

p 总可以唯一地表成

xp = pkpu, kp ∈ Z, u ∈ Z×
p，而此时 |x| =

∏
p<∞ p−kp . 所以

∣∣|x|xp∣∣p = 1，即 x ∈ |x|−1Ẑ
×

. 至此我们实际上证

明了 IQ,fin =
⊔
q∈Q>0

qẐ
×
，故 Ẑ ∩ IQ,fin =

⊔
n∈Z>0

nẐ
×

. 此时积分∫
Ẑ∩IQ,fin

|x|sd×x =
∞∑
n=1

|n|s
∫
Ẑ×
|x|sd×x 命题 7.6

======
∞∑
n=1

n−s ·

(∏
p<∞

∫
Z×
p

d×x

)
引理 8.6(2)
======== ζ(s).�

事实上上述积分的另一种 (不严谨的) 计算方式给出了 ζ(s) 的 Euler 乘积表达：∫
Ẑ∩IQ,fin

|x|sd×x =

∫
∏̂Z×p

p<∞ Zp

|x|sd×x 命题 7.6
======

∏
p<∞

∫
Zp

|x|spd×x
引理 8.6(2)
========

∏
p<∞

1

1− p−s
= ζ(s).

留意到之前总是会对形如 | · |s 的函数积分，而这其实是非分歧的拟特征标. 一般地，对于 K× 的拟特征

标，我们有如下描述：

定理 8.8(Tate) K× 的拟特征标均形如 χ : K× → C×, y 7→ χ(y) = χ0(yU ) · |y|s，这里 y 7→ (yU , yV ) 是

极坐标变换，且 χ0 ∈ ÛK、s ∈ C 的实部 Re(s) 均由 χ 唯一确定
(
因而我们称 Re(s) 为 χ 的幂 (exponent)，记

作 σ(χ)
)
. 也就是说，任何拟特征标都可以唯一地分解成分歧部分 (体现为酉特征标) 和非分歧部分的乘积.

证明 Step1：拟特征标 χ 非分歧当且仅当存在 s ∈ C 使得 χ(x) = |x|s. 注意，这里 Re(s) 由 χ 唯一确

定. 证：注意到 χ 诱导了两个同态 χ1 : UK → C×, χ2 : VK → C×，因而 χ 非分歧当且仅当 χ1 平凡，也就是

说 χ 唯一地对应了 VK 上的拟特征标 χ2. 注意到 VK 无非就是 (R>0,×) 或
(
|ϖ|Z,×

)
，且不难发现 χ2 的像落

在某条曲线 γs(t) = est, s ∈ C 上，Re(s) 由 χ 唯一确定. 因此 χ2 形如 x 7→ es ln x，所以 χ(x) = χ2(xV ) = |x|s.
Step2：定理 8.8 成立. 证：定义 χ0 := χ|UK

. 由于 UK 紧
(
UK 无非就是 {±1} 或 S1 或 O×)，故 χ0(UK)

紧，这蕴含 χ0(UK) ⊆ S1，即 χ0 是酉特征标. 此时再根据 Step1 验证拟特征标 χ/χ0 非分歧即可. 唯一性显
然.�

注意 8.9(导子) 设 χ ∈ X(K×)，根据定理 8.8 知存在唯一 χ0 ∈ ÛK . 事实上，
(1) 当 K = R 时，UK = {±1}，因而 ÛK 中仅有两个元素 −1 7→ ±1；
(2) 当 K = C 时，UK = S1，因而 ÛK ∼= Z 中的特征标为 eit 7→ eitn；

(3) 当 K 是 non-Archimedean 时，UK = O×. 此时 O× 的子群族 {1 + mn : n > 0} 构成 1 ∈ O× 的一个

邻域基. 若 χ0 非平凡，则存在 N ∈ Z>0 使得当 n ≥ N 时 χ0(1 + mn) = 1. 取最小的 N(若 χ0 平凡，则取

N = 0)，称理想 mN 为拟特征标 χ 的导子 (conductor)，记作 cond(χ) := mN . 易见 cond(χ) = O 当且仅当 χ

非分歧.
而接下来我们要研究的比示性函数更一般的基本对象是：

定义 8.10(速降函数) 定义局部域 K 上的 Schwarz 函数 (或速降函数) 为如下集合 S(K) 中的元素：

(1) 当 K = R 时，定义 S(R) :=
{
f ∈ C∞(R,C) : ∀m,n ∈ Z≥0, x

mf (n)(x)有界
}
；K = C 时类似；

(2) 当 K 是 non-Archimedean 时 (注意此时 K 局部紧且完全不连通)，定义 S(K) :=
{
f : f 是局部常值且

紧支撑的复值函数
}

.
实分析告诉我们，S(K) 是 C-线性空间，且 S(K) 在 L1(K) 中稠密.
命题 8.11 设 K 是 non-Archimedean 局部域 (Archimedean 情形就是经典实复分析)，f ∈ S(K)，则

Fourier 变换 f̂ ∈ S(K̂) ∼= S(K). 换言之，Fourier 变换保持速降函数，因此推论 5.14 蕴含 ̂̂
f = f .
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证明 仅需证明 S(K)中的元素是示性函数 1a+mn 的有限线性组合，再利用引理 8.6(3)即可.设 f ∈ S(K)，

由于 f 局部常值，故 f−1(z), z ∈ C 均是 K 中的开集，因此 K \ f−1(0) 闭，这意味着 supp(f) = K \ f−1(0) =∪
z ̸=0 f

−1(z). 由于 supp(f) 紧，从而上述开覆盖有有限子覆盖
∪n
i=1 f

−1(zi)，这蕴含 Im(f) 中只有有限多个元

素. 此时只需注意到 K 完全不连通且形如 a+mn 的开集构成 (K,+) 的一个开邻域基结构即可.�
定义 8.12(局部 ζ 函数) 设 K 是局部域，f ∈ S(K). 定义 f 对应的局部 ζ 函数为

ζ(f, ·) :
{
χ ∈ X(K×) : σ(χ) > 0

}
−→ C, ζ(f, χ) :=

∫
K×

f(x)χ(x)d×x.

命题 8.13 关于 χ 的函数 ζ(f, χ) 在定义域上良好定义，即当 σ(χ) > 0 时积分
∫
K× f(x)χ(x)d

×x 存在.
证明 仅证 non-Archimedean 情形. 依据命题 8.11 设 f =

∑n
k=1 fk1ak+mk，则积分∫

K×
|f(x)χ(x)|d×x 定理 8.8

======

∫
K×
|f(x)||x|σ(χ)d×x =

n∑
k=1

|fk|
∫
ak+mk\{0}

|x|σ(χ)d×x ≤M
∫
mN\{0}

|x|σ(χ)d×x,

其中 M 是一个充分大的正实数，N 是一个整数满足 mN ⊇
∪n
k=1 ak +mk. 而积分∫

mN\{0}
|x|σ(χ)d×x =

∫
ϖN O\{0}

|x|σ(χ)d×x = |ϖ|Nσ(χ)
∫

O\{0}
|x|σ(χ)d×x 引理 8.6(2)

======== |ϖ|Nσ(χ) |O/DK |−1/2

1− |ϖ|σ(χ)

有界，故定义良好.�
关于局部 ζ 函数，Tate 证明了如下运算法则：
命题 8.14 设 f, g ∈ S(K)，对任意 χ ∈ X(K×)满足 0 < σ(χ) < 1，定义 (对偶的)拟特征标 χ̂ := | · |χ−1，

则 ζ(f, χ) · ζ(ĝ, χ̂) = ζ(f̂ , χ̂) · ζ(g, χ).
证明 由定义 8.12 知在 σ(χ) > 0 和 σ(χ̂) > 0 时讨论才有意义，这蕴含 0 < σ(χ) < 1. 此时有

ζ(f, χ) · ζ(ĝ, χ̂) =
∫
K×

f(x)χ(x)d×x

∫
K×

ĝ(xy)|xy|χ−1(xy)d×y =

∫
K×

(∫
K×

f(x)ĝ(xy)|x|d×x
)
χ(y−1)|y|d×y,

由于
∫
K× f(x)ĝ(xy)|x|d×x = ℓK ·

∫
K

∫
K
f(x)g(z)χy(xz)dzdx，故上式中 f, g 的地位对称.�

为了给出局部理论的主要定理 (定理 8.16)，我们先来回顾一下 Gamma 函数——Γ 及其相关性质：

命题 8.15(Gamma 函数) 定义 Gamma 函数为 Γ(z) :=
∫∞
0
e−xxz−1dx(z ∈ C,Re(z) > 0). 该函数有如

下性质：

(1)运用 xze−xdx = −xzd(e−x)作分部积分知当 Re(z) > 0时有 Γ(z+1) = zΓ(z).特别地，对所有 n ∈ Z≥0

均有 Γ(n+ 1) = n!.
(2) 由 (1) 迭代知当 n ∈ Z≥0 时有 Γ(z) = Γ(z+n)

(z+n−1)···(z+1)z . 等式左边的定义域是 Re(z) > 0，而等式右边给

出定义在 Re(z) > −n 上的亚纯函数，故遍历 n ∈ Z>0 便得到 Γ 在 C 上的亚纯延拓. 关于亚纯函数 Γ ∈ MC，

等式 Γ(z + 1) = zΓ(z) 仍然成立，且它没有零点，它的极点为 z = 0,−1,−2, · · ·，其中 z = −n 是留数为 (−1)n

n!

的极点 (阶为 −1).
(3) 成立等式 Γ(z)Γ(−z) = −π

z sin(πz)，Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz) . 此外，对任意正整数 n，有

∏n−1
i=0 Γ(z + i

n ) =

(2π)
n−1
2 n

1
2−nzΓ(nz).

该函数的图像大致如下：

回归正题，命题 8.14 告诉我们 ζ(f,χ)

ζ(f̂ ,χ̂)
的值不依赖于 f 的选取，仅与 χ 有关. 据此我们得到如下定理：

定理 8.16(Tate) 对任意 f ∈ S(K)，ζ(f, χ) 均可延拓成 X(K×)
(
我们赋予 X(K×) 复结构 χ ∈ {χ| · |s :

s ∈ C} ∼→ C, χ| · |s 7→ s 使之成为一个 Riemann 曲面，注意 χ ∈ X(K×) 所在的连通分支就是 {χ| · |s : s ∈ C}，
而 ÛK 中的每个酉特征标唯一地对应了一个连通分支

)
的某个连通分支上的一个亚纯函数，并且满足函数方程

ζ(f, χ) = ϱ(χ)ζ(f̂ , χ̂). 这里 ϱ(χ) 与 f 无关，且 ϱ(χ) 是 χ 所在连通分支上的亚纯函数，具体为 (请回顾注意
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8.9)：
(1) 当 K = R 时，X(K×) = {| · |s : s ∈ C} ⊔ {sgn(·)| · |s : s ∈ C}，且

ϱ(| · |s) = 21−sπ−s cos(πs
2
)Γ(s), ϱ(sgn(·)| · |s) = −i21−sπ−s sin(πs

2
)Γ(s).

(2) 当 K = C 时，X(K×) =
⊔
n∈Z{χn| · |s : s ∈ C}，其中 χn : C× → S1, reit 7→ eitn，且

ϱ(χn| · |s) = (−i)|n|(2π)1−2s Γ(s+ |n|
2 )

Γ(1− s+ |n|
2 )

.

(3) 当 K 是 non-Archimedean 时，若记 χ = χ0| · |s，则当 χ0 平凡时有 ϱ(| · |s) = |O/DK |s−
1
2
1−|ϖ|1−s

1−|ϖ|s ；

χ0 非平凡时有

ϱ(χ0| · |s) = |O/DK |1/2|ϖ|ordϖ

(
cond(χ)DK

)
(1−s)

∑
α∈O×

/(
1+cond(χ)

)χ0(−α) · χ̃ ◦ trK/Qp

(
α

ϖordϖ

(
cond(χ)DK

)).
上式中，由定理 8.8 给出的 χ0 ∈ ÛK = Ô× 满足 χ0(ϖU ) = 1，χ̃ 来源于注意 8.3(3).

证明 由命题 8.14 知 ζ(f,χ)

ζ(f̂ ,χ̂)
:= ϱ(χ) 与 f 无关，且 ζ(f, χ), ζ(f̂ , χ̂) 分别在 σ(χ) > 0, σ(χ) < 1 时有定义，

故倘若能证明 ϱ(χ) 亚纯，我们立即得到 ζ(f, χ) 可以延拓成关于 χ 的亚纯函数. 而对于 ϱ(χ) 的分类讨论如

下
(
注意到计算 ϱ(χ) 只需选取特殊的 f ∈ S(K) 即可

)
：

Step1：K = R. 证：对于连通分支 {|·|s : s ∈ C}，取 f1(x) = e−πx
2 .此时 ζ(f1, |·|s) =

∫
R× e

−πx2 |x|sd×x =

2
∫∞
0
e−πx

2

xs−1dx
πx2:=t
====== π− s

2Γ( s2 ). 另由于 f̂1(y) =
∫
R e

−π(x2−2ixy)dx = e−πy
2 ∫

R e
−π(x−iy)2dx

∫
R e

−πx2
dx=1

===========

e−πy
2

，故 ζ(f̂1, | · |1−s) =
∫
R× e

−πy2 |y|1−sd×y = π− 1−s
2 Γ(1−s2 )，因此

ϱ(| · |s) =
π− s

2Γ( s2 )

π− 1−s
2 Γ( 1−s2 )

= π
1−2s

2
Γ( s2 )Γ(

s+1
2 )

Γ( 1−s2 )Γ( 1+s2 )

命题 8.15(3)
========= 21−sπ−s cos(πs

2
)Γ(s).

而对于连通分支 {sgn(·)| · |s : s ∈ C}，取 f2(x) = xe−πx
2 .相同的计算方法给出 ζ(f2, sgn(·)| · |s) = π− s+1

2 Γ( s+1
2 )，

且不难验证 f̂2(x) =
∫
R ye

−πy2e−2πixydy = e−πx
2 ∫

R ye
−π(y−ix)2dy

y−ix:=t
======= e−πx

2( ∫
R te

−πt2dy + ix
)
= if2(x)，

因此 ζ(f̂2, sgn(·)| · |1−s) = iπ
s
2−1Γ(1− s

2 ). 此时

ϱ(sgn(·)| · |s) =
π− s+1

2 Γ( s+1
2 )

iπ
s
2−1Γ(1− s

2 )
= −iπ

1−2s
2

Γ( s+1
2 )Γ( s2 )

Γ(1− s
2 )Γ(

s
2 )

命题 8.15(3)
========= −i21−sπ−s sin(πs

2
)Γ(s).

Step2：K = C. 证：对于连通分支 {χ−n| · |s : s ∈ C}，取 f−n(z) = zne−πzz. 此时 ζ(f−n, χ−n| · |s) =∫
C× z

ne−πzzχ−n(z)(zz)
sd×z

z:=reiθ,d×z=dz/r2

==============
∫ 2π

θ=0

∫ +∞
r=0

e−πr
2

r2s+n 2rdrdθ
r2 = 4π

∫ +∞
0

e−πr
2

r2s+n−1dr
πr2:=t
======

2π1−s−n
2 Γ(s+ n

2 ). 另一方面，记函数 g(z) = e−πzz = z−nf−n(z)，根据注意 8.3(2) 其 Fourier 变换为

ĝ(z) := ĝ(χz) =

∫
C
e−πwwe2πi(zw+zw)dw

z:=x+iy
w:=u+iv
dw=2dudv========= 2

∫
R

∫
R
e−π(u

2+v2)e4πi(ux−vy)dudv

= 2e−4π(x2+y2)

∫
R
e−π(u−2ix)2du

∫
R
e−π(v+2iy)2dv

∫
R e

−πx2
dx=1

=========== 2e−4πzz,

将该含参量积分对 z 求 n 次偏导得 ∂n

∂zn (2e
−4πzz) = 2(−4πz)ne−4πzz = (2πi)n

∫
C w

ne−πwwe2πi(zw+zw)dw =

(2πi)nf̂−n(z)，即 f̂−n(z) = 2f−n(2iz). 故 ζ(f̂−n, ̂χ−n| · |s) = ζ
(
2f−n(2iz), χn| · |1−s

)
= in22sπs−

n
2 Γ(1 + n

2 − s).
此时

ϱ(χ−n| · |s) =
2π1−s−n

2 Γ(s+ n
2 )

in22sπs−
n
2 Γ(1 + n

2 − s)
= (−i)n(2π)1−2s Γ(s+ n

2 )

Γ(1 + n
2 − s)

(n ≥ 0).

当 n < 0 时，取 f−n 进行类似计算即可得到结论.
Step3：K 是 non-Archimedean.简记注意 8.3中的 χ̃◦trK/Qp

:= ψ.对于 χ = χ0|· |s，记 cond(χ)DK := Q.
Step3-1：χ0 平凡. 证：取 f(x) = 1O，由引理 8.6(3) 知 f̂ = |O/DK |−1/21CK

. 此时引理 8.6(2) 给出
ζ(f, χ) =

∫
O\{0} |x|

sd×x = |O/DK |−1/2

1−|ϖ|s ；ζ(f̂ , χ̂) = |O/DK |−1/2
∫
CK\{0} |x|

1−sd×x = |O/DK |−s

1−|ϖ|1−s ，作商即可.
Step3-2：χ0 非平凡. 证：注意到 cond(χ) ⊆ m，故 1 + cond(χ) 中的所有元素均可逆且对逆封闭，从而

检验定义 7.15 可知 1 + cond(χ) 是 O× 的一个开子群. 记商群 O×/(1 + cond(χ)) := Sχ，命题 1.8(3) 告诉我们
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Sχ 是有限群. 取 f(x) = ψ( x
ϖordϖ(Q) )1O . 由乘法平移不变性有

ζ(f, χ) =
∞∑
k=0

∫
ϖk O\ϖk+1 O

ψ(
x

ϖordϖ(Q)
)χ0(xU )|x|sd×x

x:=ϖky,|y|=1
===========

∞∑
k=0

|ϖ|ks
∫

O×
ψ(

ϖky

ϖordϖ(Q)
)χ0(y)d

×y.

下证当 k ≥ 1 时，Tk :=
∫

O× ψ(
ϖky

ϖordϖ(Q) )χ0(y)d
×y = 0. 易证 cond(χ)

ϖordϖ(Q) = CK，故当定义 O× 上的等价关系为

y1 ∼ y2 ⇔ y1y
−1
2 ∈ 1 +ϖ−kcond(χ) 时，对应地记 Sχ 的子群 Sk := O×/(1 +ϖ−kcond(χ)), k ∈ Z≥0，由推论

8.4 知关于 y 的函数 ψ( ϖk

ϖordϖ(Q) y) : O× → S1 诱导商群上的函数 Sk → S1. 因此当 k ≥ 0 时，

Tk =

(∫
1+cond(χ)

d×y

) ∑
y∈Sχ

ψ(
ϖky

ϖordϖ(Q)
)χ0(y) =

(∫
1+cond(χ)

d×y

) ∑
y∈Sk

ψ(
ϖky

ϖordϖ(Q)
)χ0(y)

∑
e∈Sχ/Sk

χ0(e).

注意到商群 Sχ/Sk 有限 (紧) 且 χ0 非平凡，因而由命题 4.10(6) 得 k ≥ 1 时有
∑
e∈Sχ/Sk

χ0(e) = 0，当 k = 0

时
∑
e∈Sχ/Sχ

χ0(e) = 1.
至此我们得到 ζ(f, χ) = T0 = χ0(−1)

∫
1+cond(χ) d

×y
(∑

α∈Sχ
χ0(−α)ψ( α

ϖordϖ(Q) )
)

. 而

f̂(y) := f̂(χy) =

∫
O

ψ(
x

ϖordϖ(Q)
)ψ(xy)dx =

∫
O

χy+ϖ−ordϖ(Q)(x)dx
引理 8.6(3)
======== |O/DK |−1/21CK−ϖ−ordϖ(Q) ,

由于 CK −ϖ−ordϖ(Q) = −ϖ−ordϖ(Q)(1+ cond(χ))且 χ0

(
ϖ

−ordϖ(Q)
U (1+ cond(χ))U

)
= 1，故乘法平移不变给出

ζ(f̂ , χ̂) = ζ(f̂ , χ−1
0 | · |1−s) = χ0(−1)|O/DK |−1/2|ϖ|−ordϖ(Q)(1−s)

∫
1+cond(χ)

d×y.

作商 ζ(f,χ)

ζ(f̂ ,χ̂)
即可完成证明.�

如果我们的目标仅仅是证明函数方程 (定理 8.29)，那么只会用到定理 8.16 的一部分. 至此我们结束局部理
论的介绍，接下来的篇幅将集中于整体理论 (主要覆盖 [15]Chapter4 的内容)，或者说 1 维的自守形式理论.

设 F/Q 是整体域，OF 为其代数整数环. 对于 F 的素点 v，仍记 Fv 为 F 在 v 处的完备化. 取 AF 上的
Haar 测度 µ(或 dx) 如定义 7.4，此处 λv = |Ov/Dv|−1/2. 该测度在商群 AF /F 上诱导了 Haar 测度 (考虑基本
区域即可)，仍记为 dx. 命题 7.11(4) 告诉我们 AF /F 紧，因而由命题 1.14(4) 知其测度有限. 事实上，我们有：

命题 8.17
∫
AF /F

dx = 1.
证明 我们先回顾一下Minkowski关于格的理论.设 F/Q是 n次扩张，设 F 有 r1 个实嵌入 {σ1, · · · , σr1}

和 r2 对互相共轭的复嵌入 {σr1+1, σr1+1, · · · , σr1+r2 , σr1+r2}(即 r1 + r2 个无穷素点)，此时 n = r1 + 2r2. 考虑
嵌入

σ : F ↩→ Rr1 × Cr2 ∼→ Rn, α 7→ (σ1α, · · · , σr1+r2α) 7→
(
σ1α, · · · , σr1α,Re(σr1+1α), Im(σr1+1α), · · ·

)
,

赋予 Rr1 × Cr2 上的 Haar 测度为之前声明中列举测度的乘积测度，则：
Step1：σ(OF )是 r1+2r2 维 R-线性空间 Rr1×Cr2 上的格，若记其基本区域为 Dσ(OF )，则在上述 Haar测

度下 Vol(Dσ(OF )) =
√
|d|，这里 d是 F 的判别式. 证：取 OF 的整基 {α1, · · · , αn}，则 σ(OF ) =

⊕n
i=1 Zσ(αi).

此时

Vol(Dσ(OF )) = | det(σα1, · · · , σαn)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣det


· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
σ1αi · · · σr1αi

√
2Re(σr1+1α)

√
2Im(σr1+1α) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

这里系数
√
2 来自于 C 上 Haar 测度的选取. 初等列变换给出

Vol(Dσ(OF )) =

∣∣∣∣∣∣∣∣det


· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
σ1αi · · · σr1αi σr1+1αi σr1+1αi · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


∣∣∣∣∣∣∣∣ = | det(σiαj)| =

√
|d|.

Step2：类似于命题 7.11(4)、(5) 的证明，可以取 AF /F 的一个基本区域为 D :=
∏
v<∞ Ov × Dσ(OF ).

此时
∫
D
dx = 1. 证：根据定理 1.17 有

∫∏
v<∞ Ov×Dσ(OF )

dx =
(∏

v<∞
∫

Ov
dx
)
× Vol(Dσ(OF ))

Step1
=====

√
|d| ·∏

v<∞ |Ov/Dv|−1/2
|d|=

∏
v<∞ |Ov/Dv|

============== 1，最后一个等号来自于 [2] 推论 3.2.3.�
在整体理论中，按照一贯的方法，我们当然得先描述清楚 AF 上的酉特征标，而实际上这在定理 7.7 中就

差不多完成了，唯一的区别在于 O⊥
v ⊆ F̂v 按定理 8.2 给出的同构对应到 Fv 中并不一定正好就是 Ov. 消除这部

分差别并不困难，我们放在如下定理中展示：

定理 8.18(Tate-Young) 设 F 是整体域 (配备离散拓扑，此时 (F,+) 当然是局部紧 Abel 群)，则：
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(1) 有拓扑 Abel 群同构 AF ∼= ÂF；
(2) 有拓扑 Abel 群同构 F̂ ∼= AF /F . 因此 Θ(x) ∈ F⊥ 当且仅当 x ∈ F，这里 Θ 的定义见 (1) 的证明.
证明 (1) 设 v 是素点，对局部域 Fv 而言，由注意 8.3 给出的非平凡特征标记为 χ̃v. 易见当 v <∞ 时有

Abel 群同构 τv : Fv
∼→ Fv,Ov

∼→ Cv, u 7→ ϖ−ordϖ(Dv)u(约定当 v ∈ ∞ 时 τv 为恒等)，因此如下复合是同构：

Θ : AF =
∏̂
v

Ov

Fv
(τv)−−−→

∏̂
v

Cv

Fv
推论 8.4−−−−−→

∏̂
v

O⊥
v

F̂v
定理 7.7−−−−−→ ˆ̂∏

v

Ov

Fv = ÂF ,

(xv) 7→ (τvxv) 7→
(
χ̃v(τvxv·)

)
7→
[
Πχ̃v(τvxv·) : AF → S1, (yv) 7→

∏
v

χ̃v(τvxvyv)
]
.

(2)Step1：Q ∼= ÂQ/Q. 证：考虑集合 Γ := {x ∈ AQ : Θ(x)|Q = 1} = Θ−1(Q⊥). 不失一般性，对于
s
r ∈ Q ∩ [0, 1), s < r 均是素数，有

∏
p χ̃p(

s
r ) = χ̃r(

s
r )χ̃∞( sr ) = e2πi

s
r · e−2πi sr = 1，因此 Q ⊆ Γ. 反过来，

由于 AQ = Q + AZ，任取 x = r + (αp) ∈ Γ, r ∈ Q, αp ∈ Zp，并且还特别要求 α∞ ∈ [−1
2 ,

1
2 ) ⊆ R，则有

1 = Θ(x)(1) =
∏
p χ̃p(r + αp) = χ̃∞(α∞) = e−2πiα∞，即 α∞ ∈ Z，这迫使 α∞ = 0. 此外，对任意素数 q 以及

任意整数 n ≥ 0，仍有 1 = Θ(x)( 1
qn ) =

∏
p χ̃p(

r+αp

qn ) =
∏
p χ̃p(

αp

qn ) = χ̃q(
αq

qn )，故推论 8.4 给出 αq ∈ qn Zq，这
迫使 αq = 0. 所以 x = r ∈ Q，即 Q ⊇ Γ. 此时由引理 5.17 有 ÂQ/Q ∼= Q⊥ = Θ(Γ) = Θ(Q) ∼= Q.

由于 AQ/Q 紧，故命题 5.5(3) 要求这里的 ÂQ/Q ∼= Q 配备离散拓扑，此时定理 5.16 给出 Q̂ ∼= AQ/Q
(
若

Q 配备欧氏拓扑，则 Q 不是局部紧的. 此时 Q 的稠密性给出 Q̂ = R̂ = R
)
.

Step2：F̂ ∼= Q̂ ⊗Q F . 证：设 F 作为 Q-线性空间的一组基为 {e1, · · · , en}，命题 5.3 给出同构 F̂
∼→⊕n

i=1 Q̂, χ 7→
(
χ(·e1), · · · , χ(·en)

)
.注意到 Q̂是 Q-模，因而有同构 F̂ ∼=

⊕n
i=1 Q̂ ∼=

⊕n
i=1

(
Q̂⊗Q eiQ

) ∼= Q̂⊗QF .
利用 Step2 可以将问题化归为 Q 的情形 (一般情况下难以将 O×

v 中的元素拆解成级数)，则有如下同构：

F̂
Step2−−−−→ Q̂⊗Q F

Step1−−−−→ (AQ/Q)⊗Q F
F是平坦Q-模−−−−−−−−→ (AQ ⊗Q F )/F

命题 7.11(2)−−−−−−−→ AF /F.�
定义 8.19(Adelic 速降函数) 设 F 是整体域，定义如下由复值函数作成的 C- 线性空间

S(AF ) :=
⊗̂
v

S(Fv) :=

{
<∞∑
i

aifi : ai ∈ C, fi =
⊗
v

fi,v, fi,v ∈ S(Fv),对几乎所有的v, fi,v = 1Ov

}
,

其中的元素称为 AF 上的 Schwarz 函数 (或速降函数). 这里
⊗̂
称为限制张量积.

有了定理 8.18，我们便可描述 f ∈ S(AF )的 Fourier变换 f̂(y) =
∫
AF
f(x)Θ(y)(x)dx. 如同命题 8.11，有：

命题 8.20 设 F 是整体域，若 f ∈ S(AF )，则 f̂ ∈ S(ÂF ) ∼= S(AF ). 换言之，Fourier 变换保持速降函
数，因此推论 5.14 蕴含 ̂̂

f = f .
证明 设 fv ∈ S(Fv) 满足几乎所有 fv = 1Ov . 注意到

⊗
v fv =

∏
v fv : AF → C，在命题 7.3(2) 的保证下

(即我们可以忽略“几乎所有”的条件)，有∏̂
v

fv(y) =

∫
AF

(∏
v

fv

)
(x)Θ(y)(x)dx =

∫
AF

∏
v

(
fv(xv)χ̃v(τvxvyv)

)
dx

命题 7.6
======

∏
v

∫
Fv

fv(xv)χ̃v(τvxvyv)dxv.

根据引理 8.6(3)，上述等式右边无非是
∏
v<∞ 1̂Ov (τvyv) ·

∏
v∈∞ f̂v(yv) =

∏
v<∞ |Ov/Dv|−1/2 ·

∏
v<∞ 1Ov (yv) ·∏

v∈∞ f̂v(yv)，此时再利用命题 8.11 即可.�
引入 Fourier 变换之后，应用 Poisson 求和公式将得到一个不平凡的结论——函数域上的 Riemann-Roch

定理 (见定理 8.22). 为了体现该定理的几何意义，我们首先回顾一下代数几何中的基本概念.
定义 8.21(除子) 设函数域 F := Fq(t)，形式和 D =

∑
v是素点

nvv 称为 F 上的一个除子 (divisor)，如果

nv ∈ Z 且仅有有限个 nv ̸= 0. 所有除子关于运算 (D1 + D2)(v) := D1(v) + D2(v) 作成一个 Abel 群，记为
Div(F ). 赋予 Div(F ) 上一个偏序关系为 D1 ≤ D2 ⇔ ∀v ∈ F,D1(v) ≤ D2(v).

由 F× 中的元素 f 诱导的除子 [f ] :=
∑
v ordv(f)v 称为主除子 (principal divisor). 由于 [f ] + [g] = [fg]，

故所有主除子作成 Div(F ) 的一个子群，记作 Piv(F )；称商群 Pic(F ) := Div(F )/Piv(F ) 为 F 的 Picard
群，其中的陪集称为除子类. 事实上，这里给出的 Picard 群与定义 7.18 给出的 Idele 类群有如下联系：
IF
/(
F× ·

∏
v O×

v

) ∼→ Pic(F ), (xv) 7→
∑
v ordv(xv)v.

定义 Abel 群同态 deg : Div(F ) → Z,
∑
v nvv 7→

∑
v nv · [Res(Fv) : Fq]，记 Div0(F ) := ker(deg). 对

主除子 [f ] 而言，可以证明 deg([f ]) = 0
(
事实上，若设 f ∈ Fq(t)×，则对任意素点 v 由命题 6.14(1) 有

|f |v = |Ov/mv|−ordv(f) = (q[Res(Fv):Fq ])−ordv(f)，并且定理 7.20 给出
∏
v |f |v = 1，故 deg([f ]) =

∑
v ordv(f) ·
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[Res(Fv) : Fq] = 0
)
，因此 Piv(F ) ⊆ Div0(F ). 这里商群 Div0(F )/Piv(F ) 扮演类似于范 1-类群 (定义 7.21) 的

角色，事实上有同构 I1F
/(
F× ·

∏
v O×

v

) ∼→ Div0(F )/Piv(F ), (xv) 7→
∑
v ordv(xv)v. 我们还可以证明这是一个有

限群 (见 [1]Chapter7.5. 如此便可说明类数有限).
设 D ∈ Div(F )，定义集合 H0(F,D) := {0}∪

{
f ∈ F× : [f ] ≥ −D

}
.直接观察得到：(1)H0(F, 0) = Fq；(2)

由 ordv(f + g) ≥ min{ordv(f), ordv(g)} 知 H0(F,D) 是 Fq-线性空间；(3) 若 deg(D) < 0，则 H0(F,D) = {0}.
我们称 Fq-线性空间 H0(F,D) 为第 0 维上同调.

定理 8.22(Riemann-Roch 定理) 设 F 是整体域，则：

(1) 对于 x ∈ IF，f ∈ S(AF )，总成立等式
∑
y∈F f(yx) =

1
|x|
∑
y∈F f̂(yx

−1)，这里 |x| =
∏
v |xv|v.

(2) 设 F = Fq(t)，则存在 g ∈ Z≥0(称为 F 的亏格) 以及除子 K 满足 deg(K) = 2g − 2(称为 F 的典范除

子)，使得对任意 D ∈ Div(F )，恒有等式 dimFq H
0(F,D)− dimFq H

0(F,K −D) = 1− g + deg(D).
证明 (1) 对任意 x ∈ IF，定义 hx : AF → C,α 7→ f(αx)，显然 hx ∈ S(AF ). 此时 Poisson 求和公式 (推

论 5.18) 给出
∫
F
hx(y)dy =

∫
F⊥ ĥx(χ)dχ

定理 8.18(2)
=========

∫
F
ĥx(y)dy. 由于 F 配备的是离散拓扑，故可调整记号

∫
为
∑
，即

∑
y∈F hx(y) =

∑
y∈F ĥx(y). 而引理 8.6(1) 给出

ĥx(y) =

∫
AF

f(αx)Θ(y)(α)dα
αx:=t
======

1

|x|

∫
AF

f(t)Θ(yx−1)(t)dt =
1

|x|
f̂(yx−1),

代入即可.
(2)Step1：若记 l(D) := dimFq H

0(F,D)，则 l(D) 有限. 证：取 f =
∏
v 1Ov，利用满同态 IF �

Pic(F ), (xv) 7→
∑
v ordv(xv)v 取 xD ∈ IF 为 D 所在除子类的某个代表元的某个原像. 对任意 y ∈ F，容易证明

f(yxD) = 1 当且仅当 y ∈ H0(F,D). 因此推论 5.18 蕴含 ql(D) = |H0(F,D)| =
∑
y∈F f(yxD) <∞.

Step2：对任意素点 v，记 ordv(Cv) = Nv. 定义典范除子 K := −
∑
v Nvv，令 g = 1 + 1

2 deg(K)，则
对任意除子 D =

∑
v nvv 恒成立等式 l(D) − l(K − D) = 1 − g + deg(D). 证：记 f =

∏
v 1Ov，Step1 给

出 ql(D) =
∑
y∈F f(yxD). 此外，注意到 |xD|−1 =

∏
v |xD,v|−1

v =
∏
v |Ov/mv|ordv(xD,v) =

∏
v |Ov/mv|nv =

q
∑

v nv[Res(Fv):Fq ] = qdeg(D)，故由 (1) 得

ql(D) =
∑
y∈F

f(yxD) =
1

|xD|
∑
y∈F

f̂(yx−1
D ) = qdeg(D)

∑
y∈F

f̂(yx−1
D ).

注意到对于任意素点 v 均有 1̂Ov = |Ov/Dv|−1/21Cv，且 |Ov/Dv|−1/2 = |Ov/mv|Nv/2 = qNv [Res(Fv):Fq ]/2，因此∏
v |Ov/Dv|−1/2 = q− deg(K)/2 = q1−g，故 f̂(yx−1

D ) = q1−g 当且仅当 ordv(y) ≥ nv +Nv，即
∑
y∈F f̂(yx

−1
D ) =

ql(K−D)−g+1，代入即可.�
接下来我们要给出整体 ζ 函数及其相应的函数方程，即定义 8.12 的整体版本. 在这之前，我们需要介绍

Hecke 特征标这个概念 (实际上就是拟特征标的整体版本).
定义 8.23(Hecke 特征标) 设 F 是整体域，称连续同态 χ : Cl(F )→ C× 为 F 的一个 Hecke 特征标. 记

F 的所有 Hecke 特征标作成的集合为 X(F )，它配备复结构 χ ∈ {χ| · |s : s ∈ C} ∼→ C,χ| · |s 7→ s 之后成为一

个 Riemann 曲面. 称 Hecke 特征标 χ 非分歧，如果存在 s ∈ C 使得 χ(x) = |x|s.
正如注意 7.23(4.3)，我们有同构 Cl(F )

∼→ Cl1(F )⊕R>0,x 7→ (xU ,xV := |x|)，而这正好是在模拟定义 8.1
给出的极坐标变换. 基于此类比定理 8.8，我们可以描述所有 Hecke 特征标 (证明从略)：

定理 8.24(Tate) F 的 Hecke 特征标均形如 χ : Cl(F ) → C×,y 7→ χ(y) = χ0(yU ) · |y|s，这里 y 7→
(yU , |y|) 定义如上，且 χ0 ∈ Ĉl1(F )(注意 Cl1(F ) 紧)、s ∈ C 的实部 Re(s) 均由 χ 唯一确定

(
因而我们称 Re(s)

为 χ 的幂，记作 σ(χ)
)
. 也就是说，任何 Hecke 特征标都可以唯一地分解成分歧部分 (体现为酉特征标) 和非分

歧部分的乘积.
定义 8.25(整体 ζ 函数) 设 F 是整体域，f ∈ S(AF ). 定义 f 对应的整体 ζ 函数为

ζ(f, ·) :
{
χ ∈X(F ) : σ(χ) > 1

}
−→ C, ζ(f,χ) :=

∫
IF
f(x)χ(x)d×x.

命题 8.26 关于 χ 的函数 ζ(f,χ) 在定义域上良好定义，即当 σ(χ) > 1 时积分
∫
IF f(x)χ(x)d

×x 存在.
证明 设 v 是 F 的素点，记 χv : F×

v ↩→ IF � Cl(F )
χ→ C×, y 7→ χ(· · · , 1, y, 1, · · · )，则 χ(x) =∏

v χv(xv) =
∏
v χv,0(xv,U ) ·

∏
v |xv|svv .

Step1：对任意 v，σ(χ) = σ(χv)，简记这个常数为 σ. 证：设 χ = χ0(·U )| · |s，则 σ(χ) = Re(s)，此
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时 χv(y) = χ0

(
(· · · , 1, y, 1, · · · )U

)
|y|sv. 另一方面 χv(y) = χv,0(yU )|y|svv ∈ X(F×

v )，即 σ(χv) = Re(sv)，则
1 =

χ0((··· ,1,y,1,··· )U )|y|sv
χv,0(yU )|y|svv = α

|y|sv
|y|svv = α|y|s−svv ，其中 α ∈ S1. 这意味着对任意 y 均有 |y|s−svv ∈ S1，故只能

s− sv ∈ iR，即 σ(χ) = σ(χv).
Step2：几乎所有的 χv 非分歧. 证：若有无穷多个 v 使 χv 分歧，则适当选取 xv ∈ O×

v 使得对这些 v，

有 χv,0(xv) /∈
{
eπit : −1

2 < t ≤ 1
2

}
，此时无穷乘积

∏
v χv,0(xv) 显然不收敛，矛盾.

Step3：若设 f =
∏
v fv，其中几乎所有的 fv = 1Ov，则当 σ > 1 时，|ζ(f,χ)| <∞. 证：由命题 7.6 有

|ζ(f,χ)| ≤
∫
IF

∏
v

|fv(xv)| · |xv|σvd×x =
∏
v

∫
F×

v

|fv(xv)| · |xv|σvd×xv =
∏
v

ζ(|fv|, | · |σv )

而此处 ζ(|fv|, | · |σv ) 在 v <∞ 时不过是定义 8.12 描述的局部 ζ 函数. 根据定理 8.16 证明的 Step3-1 知当 σ > 0

时有 ζ(1Ov , | · |σv ) =
|Ov/Dv|−1/2

1−|Ov/mv|−σ，故若记有限集 E := {v : fv ̸= 1Ov} ∪ {v : v ∈ ∞}，则

|ζ(f,χ)| ≤
∏
v

ζ(|fv|, | · |σv ) =
∏
v∈E

ζ(|fv|, | · |σv ) ·
∏
v/∈E

|Ov/Dv|−1/2

1− |Ov/mv|−σ
.

既然命题 8.13 保证每个 ζ(|fv|, | · |σv ) 在 σ > 0 时收敛，故问题在于
∏
v/∈E

1
1−|Ov/mv|−σ 是否收敛. 设 F/Q 是

有限扩张，则当 σ > 1 时有
∏
v/∈E

1
1−|Ov/mv|−σ ≤

∏
p

∏
v|p

1
1−|Ov/mv|−σ ≤

(∏
p

1
1−p−σ

)[F :Q]
，并且 Euler 乘积∏

p
1

1−p−σ 收敛. 因此 |ζ(f,χ)| <∞.�
类似于定理 8.16，我们有：
定理 8.27(Tate) 设 F 是整体域，f ∈ S(AF ). 此时 ζ(f,χ) 可以延拓成 Riemann 曲面 X(F ) 上的亚纯

函数，且满足函数方程 ζ(f,χ) = ζ(f̂ , χ̂)，这里 χ̂ = | · |χ−1.
若记 χ = χ0| · |s，则亚纯函数 ζ(f,χ) 在 Riemann 曲面 X(F ) 上的极点只会出现在 χ0 ∈ Ĉl1(F ) 平凡

的连通分支 {χ0| · |s : s ∈ C} 上，而在其余连通分支上全纯. 具体来讲，若设 χ0 平凡，则 ζ(f,χ) 在连通分

支 {χ0| · |s : s ∈ C} 上有两个极点 s = 0 和 s = 1，其阶均为 −1，留数分别为 Res0(f) = −f(0)Vol(Cl1(F ))、
Res1(f) = f̂(0)Vol(Cl1(F )). 这里 Vol(Cl1(F )) = 2r1 (2π)r2hR

w
√

|d|
，其中 r1, r2 分别指 F 的 r1 个实嵌入、r2 对互相

共轭的复嵌入；h 指 F 的类数；d 指 F 的判别式；w 指 F 中单位根的个数；R 指 F 的正规子 (regulator. 见
证明 Step3).

证明 仅证数域的情形. 该定理在函数域情形时的证明见 [1]Chapter7.3.
Step1：µ×(I1F ) :=

∫
I1F
d×x = 0. 证：反证法，设 µ×(I1F ) > 0.给 F 的可数多个有限素点编号 1, 2, · · ·，记

En :=
{
x = (xi) : |x| = 1, ∀m > n, |xm| = 1

}
，则 I1F =

∪
n≥0En. 因此必然存在某个 N ≥ 0 使得 µ×(EN ) > 0，

不妨设 N = 0. 此时零测集
{
(xv) ∈

∏
v∈∞ Fv :

∏
v |xv|v = 1

}
×
∏
v<∞ O×

v ⊇ E0，矛盾.
Step2：记 I≥1

F 、I≤1
F 分别为 IF 中绝对值 ≥ 1、≤ 1 的元素作成的集合，故 I1F = I≥1

F ∩ I≤1
F . 由 Step1 有

ζ(f,χ) = (i)
∫
I≥1
F

f(x)χ(x)d×x+ (ii)
∫
I≤1
F

f(x)χ(x)d×x.

不难发现 f 在 |x| → ∞ 时足够完美 (因为紧支撑)，故积分 (i) 对任何 χ 均可绝对收敛，这贡献了 X(F ) 每个

连通分支上的一个全纯函数. 对于积分 (ii)，我们有

(ii) =
∫
I≤1
F

f(x)χ(x)d×x
χ|F×=1
=======

∫
I≤1
F /F×

∑
a∈F

f(ax)χ(x)d×x−
∫
I≤1
F /F×

f(0)χ(x)d×x

定理 8.22(1)
========= (iii)

∫
I≤1
F /F×

χ(x)

|x|
∑
a∈F×

f̂(ax−1)d×x+ (iv)
∫
I≤1
F /F×

[ f̂(0)
|x|
− f(0)

]
χ(x)d×x,

积分 (iii) 作变量替换 x := y−1 得 (iii) =
∫
I≥1
F /F×

∑
a∈F× f̂(ay)χ̂(y)d×y =

∫
I≥1
F
f̂(y)χ̂(y)d×y. 至于积分 (iv)，

考虑 χ0| · |s(s ∈ C) 所在的连通分支. 注意到 IF /F× = I1F /F× × R>0,χ0 ∈ ̂I1F /F×，我们有累次积分

(iv) =
∫
I≤1
F /F×

[ f̂(0)
|x|
− f(0)

]
χ0(x)|x|sd×x = (v)

(∫
I1F /F×

χ0(x)d
×x

)
· (vi)

(∫ 1

0

[ f̂(0)
t
− f(0)

]
tsd×t

)
.

而命题 4.10(6) 给出 (v) =
{

0, χ0非平凡

Vol(Cl1(F )), χ0平凡
. 对于 (vi)，由 d×t = dt

t 直接计算得 (vi) = f̂(0)
s−1 −

f(0)
s ，因此

ζ(f,χ) = (i) + (iii) + (v) · (vi) =
∫
I≥1
F

f(x)χ(x)d×x+

∫
I≥1
F

f̂(x)χ̂(x)d×x+ Vol(Cl1(F ))
[ f̂(0)
s− 1

− f(0)

s

]
δχ0,χtri ,

这里 δ 是 Kronecker记号.不难发现上式在变换 (f,χ) 7→ (f̂ , χ̂)下保持不变，故函数方程成立. 此外，上式告诉



40

我们 ζ(f,χ) 在 χ0 非平凡的连通分支上全纯；而在 χ0 平凡的连通分支上，ζ(f,χ) 的极点只可能来自于 (vi)，
正是 χ0| · |(s = 1) 和 χ0(s = 0)，留数的计算显然.

Step3：Vol(Cl1(F )) = 2r1 (2π)r2hR

w
√

|d|
. 证：设 S 是 F 的若干个素点作成的有限集，定义集合 IF,S :=

{
x =

(xv) ∈ IF : ∀v /∈ S, |xv|v = 1
}
，称之为 F 的S-Idele. 记 I1F,S := IF,S ∩ I1F . 显然，IF,∅ = I1F,∅ 是紧集.

若记 S∞ 为所有无穷素点作成的集合，则 |S∞| = r1+r2，IF,S∞ =
∏
v<∞ O×

v × (R×)r1× (C×)r2，而 I1F,S∞

无非只需要控制 (R×)r1 × (C×)r2 中的元素. 我们有如下正合列
1 −→ IF,S∞ · F×/F× ∼= IF,S∞

/
F× ∩ IF,S∞ −→ Cl(F ) = IF /F× −→ IF

/
IF,S∞ · F× −→ 1,

容易验证 I1F
/
I1F,S∞

· F× → IF
/
IF,S∞ · F×,x

(
I1F,S∞

· F×) 7→ x
(
IF,S∞ · F×) 是良好定义的双射 (也就是说，上

述正合列绝对值为 1 的部分亦正合. 请读者自行验证)，故由注意 7.19 得 F 的类数 h =
∣∣ IF/ IF,S∞ · F×

∣∣ =∣∣ I1F/ I1F,S∞
· F×

∣∣ <∞.
另一方面，若定义连续同态 Ln : I1F,S∞

→ Rr1+r2 ,x 7→ (ln |xv|v)v∈∞，定义 Rr1+r2 中的 r1 + r2 − 1 维

线性子空间 V :=
{
(x1, · · · , xr1+r2) :

∑r1
i=1 xi + 2

∑r2
j=r+1 xj = 0

}
，则不难验证有 Im(Ln) = V 且 ker(Ln) =

I1F,∅ = IF,∅. 记 reg : I1F,S∞
∩ F× ↩→ I1F,S∞

Ln−→ Rr1+r2，注意到命题 6.16 给出 I1F,S∞
∩ F× ∼= O×

F，故

ker(reg) = I1F,∅ ∩ F× = µF (指 F 的所有单位根作成的群). 易见 reg(O×
F ) 是 V 上的格，记其一个基本区域的体

积为 R(即正规子).
注意到 I1F,∅ =

∏
v<∞ O×

v ×
∏r1
i=1{±1} ×

∏r2
j=1 S

1，每部分分别配备测度 d×xv、计数测度、Lebesgue 测
度. 基于此利用 Haar 测度的唯一性可以赋予 I1F,∅ 一个 Haar 测度，无非是将之前各部分的测度乘积起来. 因此
定理 1.17 给出

Vol(I1F,∅) =
∏
v<∞

Vol(O×
v ) ·Vol({±1})r1 ·Vol(S1)r2 = 2r1(2π)r2 |d|−1/2.

现考虑如下行、列正合的交换图表：

1

��

1

��

0

��
1 // µF

��

// O×
F

��

reg // reg(O×
F )

��

// 0

1 // I1F,∅

��

// I1F,S∞

��

Ln // V

��

// 0

1 // I1F,∅/µF

��

// I1F,S∞
/O×

F

��

// V /reg(O×
F )

��

// 0

1 1 0

据此直接计算可得

Vol(Cl1(F ))
h=
∣∣ I1F/ I1F,S∞ ·F×

∣∣
============== hVol

(
I1F,S∞

/
F× ∩ I1F,S∞

) I1F,S∞∩F×∼=O×
F

============ hVol(I1F,S∞
/O×

F )

第 3 行正合
======== hVol(I1F,∅/µF )Vol(V /reg(O×

F ))
第 1 列正合
======== h

Vol(I1F,∅)
|µF |

Vol(V /reg(O×
F )) =

2r1(2π)r2hR

|µF |
√
|d|

.�

以下是 Tate 建立上述理论的主要目标——我们现在有了一般的技术来证明数域上 Dedekind-zeta 函数的函
数方程 (这在该理论诞生之前是较为困难的事情). 首先给出 Dedekind-zeta 函数的定义 (这是 Riemann-zeta 函
数在整体域上的推广)：

定义 8.28(Dedekind-zeta 函数) 设 F 是整体域，定义 Dedekind-zeta 函数为

ζF (s) :=
∏
v<∞

1

1− |Ov/mv|−s
=

∑
0̸=a▹OF

1

|OF /a|s
, s ∈ C.

命题 8.26 证明的 Step3 已经表明，ζF (s) 在 Re(s) > 1 时绝对收敛.
定理 8.29(函数方程) 设 F 是整体域，有 r1 个实嵌入、r2 对互相共轭的复嵌入. 记 ZF (s) :=

G1(s)
r1G2(s)

r2ζF (s)，其中 G1(s) = π− s
2Γ( s2 ), G2(s) = (2π)1−sΓ(s). 则 ZF (s) 在 C 上亚纯，其极点为 s = 0

和 s = 1，阶均为 −1，留数分别为 Res0(ZF ) = −
√
|d|Vol(Cl1(F )),Res1(ZF ) = Vol(Cl1(F ))，d 指 F 的判别

式. 此外，成立函数方程 ZF (s) = |d|
1
2−sZF (1− s).
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证明 取 Adelic 速降函数 f =
∏
v fv，其中 fv =

{
e−πx2

v , Fv=R
e−πxvxv , Fv=C

1Ov , v<∞
. 此时回顾定理 8.16 的证明可以得

到 ζ(fv, | · |s) =

{
π− s

2 Γ( s
2 ), Fv=R

2π1−sΓ(s), Fv=C
| Ov/Dv|−1/2

1−| Ov/mv|−s , v<∞
以及 ζ(f̂v, | · |1−s) =

{
π− 1−s

2 Γ( 1−s
2 ), Fv=R

22sπsΓ(1−s), Fv=C
| Ov/Dv|−s

1−| Ov/mv|s−1 , v<∞
. 由命题 7.6 可得整体 ζ 函数

ζ(f, | · |s) =
∏
v ζ(fv, | · |s) = 2r2s|d|− 1

2ZF (s)、ζ(f̂ , | · |1−s) =
∏
v ζ(f̂v, | · |1−s) = 2r2s|d|−sZF (1− s). 而定理 8.27

给出函数方程 ζ(f, | · |s) = ζ(f̂ , | · |1−s)，因此 |d|− 1
2ZF (s) = |d|−sZF (1− s)，即 ZF (s) = |d|

1
2−sZF (1− s). 又因

为 ZF (s) = 2−r2s|d| 12 ζ(f, | · |s)，从而 ZF (s) 的留数直接由 ζ(f, | · |s) 的留数给出.�
若取定理 8.29 中 F = Q，则 r1 = 1, r2 = 0, d = 1. 据此我们得到了 Riemann-zeta 函数 ζ(s) 的函数方程：

推论 8.30 ZQ(s) = ZQ(1− s)，即 π− s
2Γ( s2 )ζ(s) = π− 1−s

2 Γ(1−s2 )ζ(1− s).
作为本文的结尾，我们简要介绍一下 Tate 的工作对 Langlands 纲领的影响. 正如之前所说，Tate 的整体

理论后来被称为 1 维的自守形式理论，也就是说定义 8.23 中出现的 Hecke 特征标就是 1 维自守形式 (即使此
时无法定义何为全纯性，因为 gl(1,C) 的泛包络代数中没有非平凡 Casimir 元素，从而自守形式中的 Z-有限条
件自动满足). 所谓的 Langlands 纲领大致是说，我们期待一个联系复 Galois 表示和自守表示 (粗糙地讲，即
GL(n,AQ) 在所有自守形式作成的 C-线性空间的某个子商中的不可约表示) 的理论. 在 Abel 扩张的情形下 (对
应的群表示可以换成酉表示)，1 维的 Langlands 互反律表现为类域论中的 Artin 互反律 (见注意 7.19)，当然
最简单的情况就是 Gauss 二次互反律.


